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1 Bochner-Messbarkeit und
Bochner-Integrierbarkeit

Wir haben in der kurzen Einfithrung gesehen, dass Evolutionsprobleme Anlass geben,
Funktionen zwischen einem Zeitintervall I und einem Banachraum X zu betrachten. Aus
der Lebesgue’schen Integrationstheorie wissen wir, dass eine Funktion auf I mit Werten
in X = R genau dann Lebesgue messbar ist, wenn sie f.ii.! Grenzwert einer Folge von
einfachen Funktionen ist. Das Lebesgue-Integral nicht-negativer Funktionen kann dann
als Grenzwert von Integralen einer geeigneten Folge von einfachen Funktionen definiert
werden. Unser erstes Ziel ist, die Lebesgue’sche Integrationstheorie auf Banachraum-
wertige Funktionen zu erweitern. In diesem Zusammenhang dient die Approximierbarkeit
durch einfache Funktionen als Ausgangspunkt fiir den Begriff der Bochner-Messbarkeit, die
wiederum Ausgangspunkt fiir die Integrationstheorie Banachraum-wertiger Funktionen ist.

Im Folgenden bezeichnen wir mit I C R immer ein Intervall und mit X, Y und Z,
Banachrédume ausgestattet mit der Normen || - ||x, || - ||y und || - || 2.

1.1 Bochner-Messbarkeit

Zunéchst definieren wir Banachraum-wertige einfache Funktionen.

Definition 1.1 (Einfache Funktionen)

FEine Funktion s: I — X heifst einfach, falls paar-weise disjunkte, Lebesgue-messbare
Mengen B; C I, i =1,...,n, mit endlichem Lebesque-Mafi \'(B;) < 00, i = 1,...,n,
und Elemente x; € X, i =1,...,n, existieren, sodass

s(t) = inxgi(t) in X firalletel.
i=1

Die Menge der einfachen Funktionen auf I mit Werten in X bezeichnen wir mit S(I; X).

In Analogie zur Aquivalenz von Lebesgue-Messbarkeit zur f.ii. Approximierbarkeit
durch einfache Funktionen definieren wir Bochner-Messbarkeit.

Definition 1.2 (Bochner-Messbarkeit)

Eine Funktion u: I — X heiffit Bochner-messbar, falls eine Folge von einfachen Funktio-
nen (sn)nen C S(I; X) existiert, sodass”

sp(t) = u(t) nX (n—oo) firfatel.

Die Menge der Bochner-messbaren Funktionen auf I mit Werten in X bezeichnen wir
mit LO(T; X).

'Die Abkiirzung f.4. steht fiir fast dberall. 5
2Die Abkiirzung f.a. steht fiir fast alle.



1 Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integrierbarkeit

Bemerkung 1.3 (i) Falls X = R, dann ist eine Funktion w: I — R genau dann
Bochner-messbar, wenn sie Lebesque-messbar ist, d.h. LO(I) :== LO(I;R) entspricht
der Menge der Lebesque-messbaren Funktionen.

(i) Bochner-Messbarkeit erzwingt punktweise f.i. Approximierbarkeit durch einfache
Funktionen. Genauer ist jede Bochner-messbare Funktionen Lebesque—Borel-messbar,
wobei die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

Die Definition der Bochner-Messbarkeit (cf. Definition 1.2) liefert sofort die folgende
Aussage, die wir spéter fiir die Definition von Bochner-Integrierbarkeit (cf. Definition 1.12)
brauchen.

Lemma 1.4 (u Bochner-messbar = ||u(-)|| Lebesgue-messbar)

Falls u: I — X Bochner-messbar ist, dann ist ||u(-)||x: I — R Lebesque-messbar, d.h.
u € LO(I; X) impliziert ||lu(-)| x € £°(1).

Beweis. Dau€ LO(I; X) (cf Definition 1.2), existiert eine Folge von einfachen Funktionen
(Sn)nen € S(I; X), sodass

sp(t) > u(t) inX (n—oo) firfa.tel.

Weiter sind die Funktionen ||s,(-)||x: I — R, n € N, reellwertige einfache Funktionen,
d.h. (Isn()]lx)neny € S(I;R), denn aus

kn
sp(t) = Zx?XBF(t) in X firalletel,
i=1

fiir paar-weise disjunkte, Lebesgue-messbare Mengen B* C I,7 = 1,. .., k,, mit endlichem
Lebesgue-Maf3 AI(B?) <o00,i=1,...,kp,und Elemente z}' € X,i=1,...,k,, folgt, dass

kn
Isn(®)llx = lzPllxxsr(t) InR firalletel.
=1

Auflerdem gilt
lsn(®)]|x = JJu®)|lx (n— o) firfa.tel.

Dabher ist Funktion ||u(-)||x: I — R als f.ii.-Grenzwert einer Folge von einfachen Funktio-
nen selbst Lebesgue-messbar, d.h. ||u(-)||x € £°(I). O
Insbesondere ist Bochner—-Messbarkeit stabil unter linearen, stetigen Abbildungen.
Lemma 1.5 (u Bochner-messbar & A: X —Y linear+stetig = A(u(-)) Bochner-messbar)

Sei A: X — Y ein linearer, stetiger Operator. Dann ist der linear-induzierte Operator
A: LO9I; X) — LYY, fir alle w € L2(1; X) definiert durch

(Au)(t) == A(u(t)) Y  firfa tel,
wohldefiniert und linear.
Beweis. (Ubung). O
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1.2 Bochner-Integrierbarkeit

Nachdem wir das Analogon fiir die Lebesgue-Messbarkeit reeller Funktionen fiir
Banachraum-wertige Funktionen eingefiihrt haben, fithren wir als néchstes das Analogon
fiir das Lebesgue-Integral reeller Funktionen fiir Banachraum-wertige Funktionen ein.

Definition 1.6 (Bochner-Integral von einfachen Funktionen)

Sei s € S(I; X), d.h. es existieren paarweise disjunkte, Lebesque-messbare Mengen B; C I,
i =1,...,n, mit endlichem Lebesgue-Maf \'(B;) < oo, i = 1,...,n, und Elemente
r, € X,1=1,...,n, sodass

n
s(t) = inXBi (t) nX firaletel.
i=1
Dann ist das Bochner-Integral von s definiert als
n
[sar=3ani(m e x.
I i=1

Aus der Definition einer einfachen Funktion sowie der Definition des Bochner-Integrals
fiir einfache Funktionen ergibt sich unmittelbar

Korollar 1.7 (Elementare Eigenschaften I)

(i) Wohldefiniert: Das Bochner-Integral ist wohldefiniert, d.h. ist unabhdingig von der
Darstellung der einfachen Funktion. Genauer folgt aus

s(t) = inXBi (t) = Zijoj (t) in X firaletel,
=1 =1

wobei x;,y; € X, 1 =1,...,n,j=1,...,m, und B;,C; CI,i=1,...,n, j =
1,...,m, Lebesque-messbare Mengen sind mit \'(B;), \'(C;) fiir alle i =1,...,n,
j=1,....mund B;NB; =C;NC; =0, falls i # j, dass

/Is(t) dt =3 mAB) =Sy AC)) in X
i=1 Jj=1

(ii) Linearitét: Das Bochner-Integral ist linear, d.h. fir alle o, € R und s1,se €
S(I; X) gilt, dass

/I{asl—i—ﬂsQ}(t)dt:a/lsl(t)dt—FB/ISQ(t)dt in X.

(iii) Stetigkeit: Das Bochner-Integral ist stetig, d.h. fir alle s € S(I; X) gilt, dass

H/zs(t)dtHX S/I”S(t)ﬂxdt,

und die rechte Seite ist wohldefiniert als Lebesgue-Integral.

Beweis. (Ubung). O



1 Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integrierbarkeit

Bemerkung 1.8
Korollar 1.7 zeigt, dass das Bochner-Integral eine lineare, stetige Abbildung von S(I; X)

nach X definiert, d.h.
<s — /s(t)dt) € L(S(;X),X).
I

In Analogie zur Aquivalenz von Lebesgue-Integrierbarkeit zur Approximierbarkeit durch
einfache Funktionen f.i. und im Lebesgue-Integral definieren wir Bochner-Integrierbarkeit.

Definition 1.9 (Bochner-Integrierbarkeit und Bochner-Integral)

FEine Funktion u: I — X heifit Bochner-integrierbar, falls eine Folge von einfachen
Funktionen (sp)neny € S(I; X) existiert mit

(t) s u(t) mX (n—oo) firfatel, (1.10)
/1 Isn(t) — u(®)|x dt — 0 (n — o). (1.11)

Dann ist das Bochner-Integral (von u: I — X ) definiert als der Grenzwert
/Iu(t) dt == nh_}rgo ’ sp(t)dt € X. (1.12)

Die Menge der Bochner-integrierbaren Funktionen auf I mit Werten in X bezeichnen
wir mit LY(I; X).

Bemerkung 1.13 (zur Wohldefiniertheit von Definition 1.9)

(i) Die Forderung (1.10) besagt insbesondere, dass eine Bochner-intergrierbare Funktion
u: I — X Bochner-messbar sein muss, d.h. L1(I; X) C £O(T; X).
(i) Die Forderung (1.11) ist sinnvoll, denn nach Lemma 1.} ist fiir jedes n € N die re-
ellwertige Funktion (t — ||sn(t) —u(t)||x): I — R>o Lebesque-messbar und damit ist
J7 sn(t) — u(t)|| x dt € [0, +00] als Lebesgue-Integral definiert.
(iii) Das Bochner-Integral einer Bochner-integrierbaren Funktion ist wohldefiniert, denn
(ivi.a) Existenz: Falls (sp)neny € S(I; X), sodass (1.10) und (1.11) erfillt sind.
Dann gilt wegen Korollar 1.7(11),(iii), dass

[t —8k<t>dt\\ < [l = suto)lx
/\sn — )l dt+ [ futt) =) x

(n,k — o0),

d.h. die Folge fI Sn(t dt)neN C X ist eine Cauchy—Folge. Da X ein Banach—
Raum ist, existiert daher ein x € X, sodass der Grenzwert

lim [ s,(t)dt=2 in X,

n—0o0 I

existiert. Hier zeigt sich deutlich, warum es nicht nur reicht allgemeine
normierte Rdume zu betrachten!
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(74i.b) Eindeutigkeit: Das Bochner-Integral einer Bochner-integrierbaren Funkti-
on ist unabhdngig von der approximierenden Folge von einfachen Funktio-
nen, denn fir zwei Folgen (s))nen, (s3)nen € S(I; X), die (1.10) und (1.11)
erfillen, gilt wegen Korollar 1.7(1i), (i), dass

/I shit) — st < / Ish(t) — u(®)]lx d + / lu(t) — s2(6)]1x dt
—0

(n — c0),

und somit folgt (da beide Grenzwerte wegen (iii.a) existieren)

lim [ si(t)dt = lim [ s2(t)dt = /u(t) dt in X.
I I

n—oo I n—oo

Bemerkung 1.14 (Etwas niitzliche Notation)

(i) Fiir u € LY(I; X) und eine Lebesque-messbare Menge B C I, definieren wir
/ u(t) dt := /u(t)XB(t) dt € X,
B I

wobei wir ausnutzen, dass uxp € LY(I; X) (Ubung).
(ii) Fiir v € LY(I; X) und (a,b) C I, definieren wir

/bau(t)dt - —/abu(t)dteX,

Ein einfaches Kriterium zum Nachweis von Bochner-Messbarkeit liefert das Bochner-
Kriterium.

Satz 1.15 (Bochner-Kriterium)

Fiir eine Funktion u: I — X gilt uw € LY(I; X) genau dann, wenn u € L°(I; X) und
|u()||x € LY(I). Insbesondere gilt, dass

LYLX) = {ue L2L:X) | u()lx € £Y(D)} .

Bemerkung 1.16
Das Bochner-Kriterium (cf. Satz 1.15) ist Motivation fiir die Definition von LP(I; X).

Beweis (von Satz 1.15). Zu ‘=’: Sei u € £1(I; X). Dann gilt nach Bemerkung 1.13(i),
dass v € £L%(I; X), und nach Lemma 1.4, dass ||u(-)||x € £°(I). Insbesondere existiert
nach Definition 1.9 eine Folge (s, )neny C S(I; X), so dass

/ In(8) — u(@)lx dt =0 (n— 00).
I
Daraus folgt mit der Dreiecksungleichung denn fiir hinreichend grofles (festes) n € N, dass

J1u®lxae < [ fsa) = u®llx e+ [ lsuollxdt < oo,

—0  (n—o0) <

dh. u()lx € LMI).
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Zu =":Seiu € LY(I; X) und |lu(-)||x € L*(I). Laut Definition 1.2 existiert eine Folge
von einfachen Funktionen (sp)nen € S(I; X), sodass

sp(t) > u(t) InX (n—oo) firfa tel.
Definieren wir eine weitere Folge von einfachen Funktionen (ky,)nen € S(I; X) durch

kn(t) = Sn(t) X{rel| ||sn(T)||X§2||u(T)||X}(t) in X fir alle t € I,

dann gilt:
o ky(t) = u(t) in X (n — oo) fiir fa. t € I.
o ||kn(t) —u(t)|lx < 3Ju(t)||x fir allet € I und n € N.

Wegen ||u(-)||x € L*(I), liefert der Satz iiber majorisierte Konvergenz von Lebesgue, dass
/ |kn(t) —u(t)||xdt =0 (n— o0).
I

Insgesamt gilt also u € LY(I; X). O

Wie in der klassischen Lebesgue-Theorie miissen wir zu Aquivalenzklassen iibergehen,
um aus £!(I; X) zumindest einen normierten Vektorraum machen zu kénnen.

Definition 1.17 (Bochner-Lebesgue-Raum)

Wir definieren den Bochner—Lebesgue-Raum durch
LNI; X) = LNI; X))
(sowie L°(I; X) = L°(I; X)),
wobei die Aquivalenzrelation ~ gegeben sei durch ,Gleichheit fast iberall®, d.h.
U~ = ut) =v(t) in X firfa tel,
ausgestattet mit der Norm || - || 1 (7,x) = LY(I; X) — Rso, fir alleuw € L*(I; X) definiert
durch

lull o) = /1 Ju()1x dt.

Korollar 1.18 (Elementare Eigenschaften II)
(i) (LYI; X), |- z1(1,x)) ist ein normierter Vektorraum.
(ii) S(I;X) liegt dicht in L'(I; X).
Beweis. Zu (i). (Ubung).
Zu (ii). Folgt analog zum Beweis der Riickrichtung im Bochner-Kriterium (cf. Satz 1.15).
O

10
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Die elementaren Eigenschaften des Bochner-Integrals von einfachen Funktionen (cf.
Korollar 1.7) lassen sich mithilfe des Dichtheitsresultats in Korollar 1.18 auf Bochner-
integrierbare Funktionen iibertragen.

Korollar 1.19 (Elementare Eigenschaften III)

(i) Linearitit: Das Bochner-Integral ist linear, d.h. fir alle o, € R und uy,us €
INI; X) gilt, dass

/{am +,6’u2}(t)dt:a/ul(t)dt+ﬁ/lz@(t) dt.

1 1

(ii) Stetigkeit: Das Bochner-Integral ist stetig, d.h. fir alle w € L'(I; X) gilt, dass

H/ju(t) dtHX S/IHu(t)‘th'

Beweis. Folgt aus Korollar 1.7 zusammen mit Korollar 1.18. O

Bemerkung 1.20

Korollar 1.19 zeigt, dass das Bochner-Integral eine lineare, stetige Abbildung von L*(I; X)
nach X definiert, d.h.

<u'—> /Iu(t) dt> € L(LMI; X); X).

Satz 1.21 (Linear-induzierter Operator)

Sei A: X — Y ein linearer, stetiger Operator. Dann ist der linear-induzierte Operator

A: LNI; X) — LY(L;Y), fir alle uw € LY(I; X) definiert durch
(Au)(t) == A(u(t)) Y  firfa tel,
wohldefiniert, linear, stetig mit
Al oy < [Alleem el fir alle u e LT X).

Insbesondere gilt

A ( /1 u(t) dt) = / (Au)(t)dt inY  fir alleu € LNI; X),

1

d.h. das Bochner-Integral kommutiert mit linearen, stetigen Abbildungen (cf. Abbil-
dung 1.1).

11
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LP(I; X) —2—— IP(I}Y)

Jy-dt Jr-at

X ¥ s Y

Abbildung 1.1: Kommutatives Diagramm.

Beweis. 1. Wohldefiniert: Nach Lemma 1.5 ist der Operator A: £O(I; X) — LO(I;Y)
wohldefiniert und linear. Es reicht also zu zeigen, dass Au € L*(I;Y) fiir alle u € L'(I; X).
Fiir alle u € LY(I;Y) ist ||(Au)(-)||y € L'(I), denn

[(Auw)(Olly = 1Ay <Al lu@®)llx  fir fa. t T, (1.22)

und ||u()||x € L*(I) laut dem Bochner—Kriterium (cf. Satz 1.15). Das Bochner-Kriterium
(cf. Satz 1.15) liefert dann wiederum, dass Au € L'(I;Y"). Schliefllich ist der Operator
A: LY(I; X) — LY(I;Y) wohldefiniert und linear.

2. Stetigkeit: Integration von (1.22) beziiglich ¢ € I fiir alle u € L'(I; X) liefert, dass

Al 1y < 1Alcaeny lellrgixy i alle w € LY(T; X)),

dh. A: LYI; X) — LY(I;Y) ist stetig.
3. Integraldarstellung: Laut Definition 1.12 existiert eine Folge von einfachen Funktio-
nen (sp)nen C S(I; X), sodass

sn = u LY X) (n— 00).
Die Stetigkeit von A: L'(I; X) — LY(I;Y) liefert, dass
As, = Au in LNI;Y) (n— 0),

sodass nach der Stetigkeit des Bochner-Integrals (cf. Korollar 1.19, Bemerkung 1.20) gilt,
dass

/(Asn)(t) dt — /(.Au)(t) dt inY (n— o).
g I

Wegen der Linearitét des Bochner-Integrals (cf. Korollar 1.19(i)) gilt, dass

A (/Isn(t) dt) - /I(Asn)(t) At inY firalle n € N.

Mit der Stetigkeit des Bochner-Integrals (cf. Korollar 1.19, Bemerkung 1.20) und der
Stetigkeit von A: X — Y folgt, dass

A(/Isn(t)dt> —>A(/Iu(t)dt> nY (n—o0).

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes liefert schliellich die Behauptung. O

12
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1.3 Klassische Funktionenraume

In diesem Abschnitt fithren wir alle “klassischen” Funktionenrdume ein. Beginnen wir
mit den Rdumen stetiger Funktionen.

Definition 1.23 (Raume stetiger Funktionen)
(i) Der Raum der stetigen Funktionen auf I mit Werten in X ist definiert durch

CULX)={u: I — X |u(t+h)—u®)inX(h—0,t+hel) firaletel}.
(ii) Der Raum der stetigen, beschrinkten Funktionen auf I mit Werten in X ist definiert

durch
CY(I; X) = {u € O%(I; X) | sup ||u(t)]|x < oo} .
tel

Bemerkung 1.24
Falls I C R kompakt ist, dann gilt C°(I; X) = C)(I; X).
Nachdem wir die Rdume stetiger Funktionen eingefiithrt haben, kénnen wir als Néchstes
die Rdume (k-mal) stetig differenzierbaren Funktionen einfiihren.
Definition 1.25 (Réume klassisch differenzierbarer Funktionen)
Eine Funktion u: I — X heif§t
(i) klassisch differenzierbar in ¢ € I, falls ein € X existiert, sodass

St ) —u() s X (A0t 4hel).

Wir definieren dann

du
—(t) = X
dt() T €

als die klassische Zeitanleitung von u in t.

(ii) klassisch differenzierbar in I, falls klassisch differenzierbar in t fiir alle t € I.
(111) k-mal klassisch differenzierbar in I, wobei k € N U {oco}, falls die i-te klassische

Zeitableitung
d'u d [d~1u
= — | ] = X
T d@t [dt’l] ~
fir allei =0,...,k—1, wobei %OT})‘ =wu: I = X, existiert und in I klassisch differen-

zierbar ist.
Fir k € NU {oo}, bezeichne dann
d'u
dt?

den Raum aller auf I k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in X.

CHI; X) = {u e CUI;X)|3— e CUI; X) fir allei=1,.. k}

13
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Satz 1.26 (Vollsténdigkeit von C’g([; X) und C*(I; X))
(i) (CO(L: X). |- gy wobei

lullcor.x) = Sup lut)llx  fir alle w € Cy(I; X),
ist ein Banachraum.
i) Firk € N und I CR kompakt, ist (C*(I; X), || - |lcx(7.xy), wobei
Ck(I:X)

k

\UHC’c LX) Z

=0

dl
dt

fir alle uw € C(I; X),

CP(I;:X)
ein Banachraum.
Beweis. Zu (i). Sei (un)nen € CY(I; X) eine Cauchy-Folge in CY(I; X), d.h.

ltm = tnllcgrx) = sup[lum(t) = un(t)llx =0 (m,n = o0).
€

Dann ist (un(t))neny C X fiir alle t € I eine Cauchy-Folge in X. Da X ein Banachraum ist,
existiert daher zu jedem t € I ein Element u; € X, sodass

up(t) 2wy in X (n—o00).
Definiere dann die Funktion u: I — X durch
u(t) =uw, inX firalletel.

Das Ziel ist es nun zu zeigen, dass u € CP(I; X) und u, — u in Cp(I; X) (n — 00):
Sei dazu € > 0 beliebig, aber fest. Dann existiert ein ng := ng(e) € N, sodass fiir alle
m,n € N mit m,n > ng gilt, dass

[ttm — unllcor.x) = Sup [um (t) —un(t)[[x <e.
Dann gilt fiir alle m,n € N mit m,n > ng, dass
lum (t) —un(t)||lx <e firalletel.
Fiir m — oo erhalten wir daraus, dass fiir alle n € N mit n > ng gilt, dass
lu(t) —un(t)||x <e firalletel.
Bilden wir das Supremum beziiglich ¢ € I, so folgt fiir alle n € N mit n > ng, dass

Sup [u(t) — un(t)|x <e. (1.27)
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1.3 Klassische Funktionenrdume

Damit folgt die Behauptung, falls u € Cp(I; X):
Zur Stetigkeit: Wegen (1.27) gilt, dass

limsup [|u(t + h) — u(t)||x < limsup ||u(t + h) — un, (t + h)|| x

h—0 h—0
t+hel t+hel
+ limsup ”uno (t + h) — Unyg (t)HX
h—0
t+hel

+ [Jtno (8) — u(®)[|x
<e+04e=2¢.

Da € > 0 beliebig gewahlt war, folgern wir, dass
u(t+h)—>u(t) inX (h—0,t+hel) furalletel,

d.h. u € CUI; X).
Zur Beschrinktheit: Wegen (1.27) gilt, dass

sup [lu(t)[|x < sup [[u(t) = uno ()] x +sup [[ung (8)[| x < 00,
tel tel tel

-~

<e <00

d.h. u € CYUI; X).
Somit lieBt sich (1.27) als u, — u in CP(I; X) (n — oo) und es folgt die Behauptung.
Zu (ii). Folgt aus (i) induktiv mit Hilfe von Bemerkung 1.24 (Ubung). O

Proposition 1.28 (Charakterisierung der schwachen Folgenkonvergenz in C°(I; X))

Falls I C R kompakt ist, dann gilt fiir eine beschrinkte Folge (up)neny € C(I; X) und
eine Funktion u € C°(I; X), dass

U, —=u in COI;X) (n— 00),
genau dann, wenn
up(t) = u(t) in X  firaletel.
Beweis. Siehe [BT38, Theorem 3. O

Definition 1.29 (Raum der demi-stetigen Funktionen)

Der Raum der demi-stetigen Funktionen auf I mit Werten in X ist definiert durch

CoUI X) = {u: T — X |u(t+h) —=ult)inX(h—0,t+hel) firaletel}.
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1 Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integrierbarkeit

1.4 Schwache Messbarkeit und Satz von Pettis

Das Bochner-Kriterium (cf. Satz 1.15) lieferte uns ein handliches Mittel zum Nach-
weis der Bochner-Integrierbartkeit. Allerdings miissen wir zum Nachweis der Bochner-
Messbarkeit (die Teil des Bochner-Kriteriums ist) immer noch eine Folge von einfachen
Funktionen konstruieren, die f.ii. gegen unsere Funktion konvergiert. Das ist in der Praxis
zu aufwendig. Abhilfe verschafft uns hier der Satz von Pettis, der Bochner-Messbarkeit
dquivalent als schwache Messbarkeit zusammen mit Fast-Separabelwertigkeit charakteri-
siert; zwei Eigenschaften, die deutlich einfacher nachgewiesen werden kénnen.

Definition 1.30 (Schwache Messbarkeit, Separabelwertigkeit, Fast-Separabelwertigkeit)
Eine Funktion u: I — X heif§t
(i) schwach messbar, falls

(fou(-))x € L)  fir alle f € X*.

(ii) separabelwertig, falls das Bild von u, d.h.

R(u) ={ut)e X |t eI},

separabel ist.
(iii) fast separabelwertig, falls eine Lebesque-messbare Menge By C I mit M (Bg) = 0
existiert, sodass

R(uin5,)
separabel ist.

Nun haben wir alle notwendigen Definitionen fiir den folgenden Satz.

Satz 1.31 (von Pettis, 1938, cf. [Pet38])
FEine Funktion u: I — X st genau dann Bochner-messbar, wenn sie schwach messbar
und fast separabelwertig ist.

Als direkte Folgerung aus dem Satz von Pettis (¢f. Satz 1.31), welche in der Praxis am
leichtesten anzuwenden ist, erhalten wir das folgende Resultat.

Korollar 1.32
Ist X ein separabler Banachraum, dann ist ein Funktion u: I — X ist genau dann
Bochner-messbar, wenn sie schwach messbar ist.

Bemerkung 1.33

Da die meisten Banachrdume mit denen man es “in der Praxis” zu tun hat separabel sind,
ist der Standardweg zur Uberprifung von Bochner-Messbarkeit der Korollar 1.32.
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1.4 Schwache Messbarkeit und Satz von Pettis

Eine weitere wichtige Folgerung aus dem Satz von Pettis (¢f. Satz 1.31) ist das folgende
Resultat.

Korollar 1.34
Die folgenden Aussagen gelten:
(i) COUL: X) C Lipo(I; X) = {u € LYLX) | u()llx € Lipe(D)}-

loc loc

(ii) CO(I;X) C LY(I; X), falis \(I) < oo.

Beweis. Zu (i). Sei u € C°(I; X).
1. Bochner-Messbarkeit:
1.1 Schwache Messbarkeit: Da u € CY(I; X), gilt

(fyu(-))x € CO(T) € £°(I) fiir alle f € X*,

d.h. ist u schwach messbar.

1.2 Fast-Separabelwertigkeit: Da I separabel ist und u € C9(I; X), ist R(u) separabel,
d.h. u ist separabelwertig.

Der Satz von Pettis (cf. Satz 1.31) liefert schlieflich, dass u € £°(I; X).

2. Lokale Integrierbarkeit: Fiir alle kompakten K C I gilt, dass

I(ulr) ()llx € CO(K) € £1(K),

dh. ue Ll (I; X).

loc

Zu (ii). Folgt analog zu (i) (Ubung). O

Korollar 1.35

Die folgenden Aussagen gelten:

(i) CO(I; X) € LO(I; X).

(i3) Falls I C R kompakt ist, dann gilt fiir alle uw € CO(I; X), dass sup,c; ||u(t)||x < oc.

Beweis. Zu (i). Sei u € CO(I; X).
1. Schwache Messbarkeit: Da u € C(I; X), gilt

(fiu(-))x € CO(T) € £°(I) fir alle f € X*,

d.h. ist u schwach messbar.

2. Fast-Separabelwertigkeit: Da I separabel ist und u € C2(I; X), ist R(u) schwach
separabel. Da jede schwach separable Teilmenge eines Banachraums auch (stark) separabel
ist (¢f. Satz von Mazur), ist R(u) (stark) separabel, d.h. u ist separabelwertig.

Der Satz von Pettis (cf. Satz 1.31) liefert, dass u € £°(I; X).
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1 Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integrierbarkeit

Zu (ii). Angenommen es gilt sup,c; ||u(t)|| x = co. Dann existiert eine Folge (¢, )nen C 1,
sodass

lu(t,)|lx — 00 (n— 00). (1.36)

Da I C R kompakt ist, existiert eine Teilfolge (nj)reny € N und ein Element t* € I, sodass
tn, = t° (k— 00).
Wegen u € C2(I; X) folgt, dass
U(tn,) =~ u(t*) inX (k— o00).
Da schwach konvergente Folgen beschréankt sind, ist dies ein Widerspruch zu (1.36). O
Korollar 1.37 (£°(I; X) abgeschlossen beziiglich f.ii. schwacher Konvergenz)
Sei (tun)nen € LO(I; X), sodass
up(t) = u(t) mX (n—o0) firfatel.

Dann gilt u € LO(I; X).

Beweis. Der Satz von Pettis (cf. Satz 1.31) liefert, dass die folgenden Aussagen gelten:

(1) ((f,un()x)nen € LO(I) fiir alle f € X*.
(2) Es existieren Lebesgue-messbare Mengen B,, C I, n € N, mit \(B,) = 0 fiir alle
n € N, sodass R(un|p p,) fiir alle n € N separabel ist.

1. Schwache Messbarkeit: Nach Voraussetzung existiert eine Lebesgue-messbare Menge
By C I mit A'(By) = 0, sodass

(fLun(t)x — (fiu(t))x (n—o00) firallete I\ Byund fe X*. (1.38)

Da fast iiberall Grenzwerte Lebesgue-messbarer Funktionen wieder Lebesgue-messbar
sind, folgt aus (1.38) zusammen mit (1), dass

(fiu(-))x € LO(I)  fiir alle f € X*,

d.h. u ist schwach messbar.
2. Fast-Separabelwertigkeit: Aus (1.38) folgt, dass

Conv< U R(unh\Bn)> (1.39)

neN
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1.4 Schwache Messbarkeit und Satz von Pettis

separabel ist. Definieren wir B := {J,,enugoy Bn, dann gilt, dass A (B) = 0 und mit (1.38)
und dem Satz von Mazur

(1.38) w(X,X™)
Rulng) conv( U R(unh\Bn))
neN
-l x
= conv( U R(un|I\Bn)> .
neN

Wegen (1.39) ist R(u|p p) separabel, d.h. u ist fast separabelwertig.
Der Satz von Pettis (cf. Satz 1.31) liefert schlieBlich, dass u € £°(I; X). O
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1 Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integrierbarkeit

Beispiel 1.40 (Eine nicht fast separabelwertige Funktion)
Betrachte die Funktion u: (0,1) — L*°(0,1), definiert durch

u(t) = x4 in L>(0,1) firfa. tel,

d.h.
1 fallsx <t,
u(t)|(z) = T) =
u(®)(&) = X0 (2) {0 e
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
1.0
0.8
0.6
04 x
0.2
0.0 00
Abbildung 1.2: Die Funktion u: (0,1) — L*(0,1).
Dann gilt:

(i) Die Funktion w: (0,1) — L°°(0, 1) ist nicht fast separabelwertig, denn firt,s € (0,1)
gilt, dass
[u®) = u(s)l|eoory =1 falls t # 5.

Der Satz von Pettis (cf. Satz 1.31) liefert dann insbesondere, dass die Funktion
u: (0,1) = L*>(0,1) nicht Bochner-messbar ist.

(ii) Die Funktion u: (0,1) — LP(0,1) ist fiir p € [1,00)

— separabel wetig, da LP(0,1) fiir p € [1,00) separabel ist.
— schwach messbar, da fir alle f € Lp/(O,T) gilt, dass

<t — /Otf(x) dx> e C®0,1) € £%0,1).

Der Satz von Pettis (cf. Satz 1.51) liefert dann insbesondere, dass die Funktion
u: (0,1) = LP(0,1) fir p € [1,00) Bochner-messbar ist.
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1.4 Schwache Messbarkeit und Satz von Pettis

Beweis (von Satz 1.51). Zu "=". Sei u € L°(I; X). Nach Definition 1.2 existiert eine
Folge von einfachen Funktionen (s,)neny € S(I; X) und eine Lebesgue-messbare Menge
By C I mit M (By) = 0, sodass

sp(t) = u(t) inX (n—oo) firalletel\ By. (1.41)
1. Schwache Messbarkeit: Wegen (1.41) gilt, dass
(fysnt)x — (fu(t))x (n—o0) firallete I\ Byund fe€ X™.

Wegen ((f, 8n(-)) x)nen CS(I; RY) C LO(1) fiir alle f € X*, ist (f,u(-))x € LO(I) fiir alle f €
X* als fast-iiberall-Grenzwert Lebesgue-messbarer Funktionen, d.h. u ist schwach messbar.
2. Fast-Separabelwertigkeit: Wegen (1.41) gilt, dass

|| llx

u‘I\BU U R Sn
neN

Da J, ey R(sn) (da card(R(s,)) < oo fiir alle n € N) abzéhlbar ist, ist R(u|pn g,) separabel,
d.h. u ist fast separabelwertig.
Zu "<=". Sei u: I — X schwach messbar und fast separabelwertig.

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass X selbst separabel ist, denn andernfalls ersetzen
wir X durch den separablen Banachraum

span R(uu\Bo)”'”X cX,

wobei By C I Lebesgue-messbare ist, sodass A'(By) = 0 und R(u|p p,) separabel ist.

Fiir separables X lésst sich der Beweis von der Riickrichtung (d.h. von ”<") in drei
Schritte unterteilen:
1. Schritt: Zeige, dass ||u(-)|x € L°(I).
2. Schritt: Konstruiere eine Folge von abzédhlbarwertigen Funktionen s,: I — X, n € N,
d.h. R(sy) ist abzéhlbar fiir alle n € N, sodass

Sp(t) = u(t) inX (n—oo) firfa.tel.
3. Schritt: Konstruiere eine Folge von einfachen Funktionen (sy)neny € S(I; X), sodass
Sp(t) = u(t) inX (n—oo) firfa.tel.

1. Schritt: (||u(-)||x € £°(I)) Fiir den ersten Schritt benétigen wir folgende Aussage:

Ist X ein separabler Banachraum, dann gibt es eine Folge (fn)nen C Bit (0) b ,

sodass fir alle fy € Bf(*(O)H.”X*

eine Teilfolge (fn, )ken C (fn)nen existiert mit
fon — fo in X* (k— 00),

d.h. BX(0 )H Ix ist separabel beziiglich der x-schwachen Topologie.
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1 Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integrierbarkeit

Wenn wir das folgende Ziel erreichen, folgt die Aussage vom 1. Schritt:
Ziel: Zeige, dass

A, = {te[| llu(t)|| x Sr} CJI firallereR

Lebesgue-messbar ist, d.h. ||u(-)||x € £°(1).
Um dieses Ziel zu erreichen, miissen wir erst das folgende Zwischenziel erreichen:
Zwischenziel: Zeige, dass

A, = ﬂ Al»  fiir aller € R,
neN

wobei AL == {t € I'| |(f,u(t))x| < r} C I wegen der schwachen Messbarkeit von u: I — X
fir alle f € X* und r € R Lebesgue-messbar ist.

Um dieses Zwischenziel zu erreichen, miissen wir erst das folgende Zwischenzwischenziel
erreichen:

Zwischenzwischenziel: Zeige, dass

A, = ﬂ Al firaller € R.

r

fer(*(O)MX*

Beweis (des Zwischenzwischenziels). Sei r € R beliebig aber fest. Dann gilt, dass

te A & sup, [(f,u(t)x = lu@®)llx <r
feBX(0) "

ol llxs

e |(fiu®)x| <r firalle f € B (0)
te Al fir alle f € BX™(0)
& te N Al

reBr

[l

i

Beweis (des Zwischenziels).
Zu “C7”: Wegen des Zwischenzwischenziels gilt, dass

Ac () Ao Al
B e
Zu “D7:Seit € ,en A{f" beliebig aber fest. Dann gilt, dass

|(fn,u(t))x| <r fiirallen € N.

Zu f € B (0)

e existiert eine Teilfolge (ng)ren C N, sodass

fon = f in X* (k- o0).
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1.4 Schwache Messbarkeit und Satz von Pettis

Daher folgt, dass
(0] = Jim [y u®)x] <7

d.h. t € Al
2. Schritt: (Konstruktion einer abzdihlbarwertigen Folge) Da X separabel ist, existieren
zu jedem festen n € N ein Folge (2;,)jen € X, sodass

=%
R(u) € |J BY (2jn) -
jeNn "
Da u(-) —xj,: I — X fiir alle j,n € N schwach messbar ist, gilt wegen dem 1. Schritt im
Beweis des Satzes von Pettis (c¢f. Satz 1.31), dass

(1u() = zjnllx)jmen € L2(1).

Definieren wir die Mengen
1
Bj, = {t el ) lu(t) —zjn|x < } fiir alle j,n € N.
n

Dann gilt:
e Bj, C I ist fiir alle j,n € N Lebesgue-messbar.
o I =J;en Bjn fiir alle n € N.

Definieren wir weiter die Mengen

i—1
Bin=Bin\|JBjn firallejneN,
j=1
dann gilt:
° Em C [ ist fiir alle 4,n € N Lebesgue-messbar.
o I =U,cn Bi, fiir alle n € N,
. Em N Ej,n =0, falls i # j.
Definieren wir schliellich die Funktionen s,: I — X, n € N, fiir alle n € N durch
Sp(t) = in»”xﬁ’i () inX firalletel,
€N
Dann gilt:
e R(s,) ist abzéhlbar fiir alle n € N.
e 5,: I — X schwach messbar fiir alle n € N.
e Fiir alle n € N gilt, dass
I52(6) ~ u(@)lx < -
d.h. insbesondere gilt, dass

sp(t) »u(t) inX firalletel.

fur allet € I,
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1 Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integrierbarkeit

Exkurs: (zum 3. Schritt im Beweis des Satzes von Pettis)

Bevor wir den 3. Schritt im Beweis des Satzes von Pettis beweisen kénnen, erwéhnen
wir noch zwei weitere Sitze, die aus der klassischen Mafitheorie bekannt sein sollten.

Definition 1.42 (Fast gleichméfige Konvergenz)

Eine Folge (up)nen: I — X konvergiert fast gleichmiBig gegen u: I — X, falls fiir alle
e > 0 eine Lebesgue-messbare Menge F' C I mit \(F) < € ezistiert, sodass

up, > u  (n—o00) gleichmifig auf I\ F,
d.h.

sup ||un(t) —u(t)||lx =0 (n— o00).
te\F

Definition 1.43 (Konvergenz nach Maf)

Sei X ein separabler Banachraum. Eine Folge u,: I — X, n € N, schwach messbarer
Funktionen konvergiert nach Mafl gegen eine schwach messbare Funktion uw: I — X, falls

. 1 _ _ ..
nh_)rgo/\ ({t € I|llun(t) —u(t)|x >c}) =0 firallee>0.
Bemerkung 1.44 (i) Der 1. Schritt im Beweis von Satz von Pettis (cf. Satz 1.31) si-

chert, dass (||un(-) —u()||x)nen € L), d.h. dass {t € T | ||un(t) —u(t)||x >} C I

fiir alle n € N Lebesgue-messbar ist.
(ii) Konvergenz nach Majf$ (cf. Definition 1.43) ist metrisierbar mit (cf. [Bog07])

dr(u,v) = (%I;g {Al({t el |lult)—v(t)|x >€})+6},
d.h. es gilt:
U, = u  (n—00) nach Maf (inlI) <  di(up,u) =0 (n— 00).

(iii) Fast gleichmdflige Konvergenz impliziert Konvergenz nach Maf (cf. [Fls09, §4,
Satz 4.4, p. 255]).

Es gilt der folgende Kompaktheitssatz.
Satz 1.45

Sei X ein separabler Banachraum und u,: I — X, n € N, sowie u: I — X schwach
messbar, sodass

up, = u  (n—o0) nach Maf (inl).
Dann existiert eine Teilfolge (ng)ren C N, sodass
Up, — U (ng — 00) fast gleichmdfig (in I).

Beweis. Wir wenden die klassische Version des Satz (cf. [Els09, §4, Satz 4.7, p. 256]) auf die
Folge (fn)nen = (||un(-) —u(-)||x)nen € L2(I) an, wobei wir fiir die Lebesgue-Messbarkeit
den 1. Schritt im Beweis des Satzes von Pettis (cf. Satz 1.31) ausnutzen. O
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1.4 Schwache Messbarkeit und Satz von Pettis

3. Schritt: (Konstruktion von einfachen Funktionen) Sei s,: I — X, n € N, die Folge
von abzéhlbarwertigen, schwach messbaren Funktionen aus dem 2. Schritt vom Beweis
des Satzes von Pettis (cf. Satz 1.31), welche

1
sup [[3n(t) —u(t)|lx < — firallen €N
tel n

erfiillt. Laut Definition 1.42 gilt daher auch, dass
Sp —u (n—o0) fast gleichméBig in I .
Laut Bemerkung 1.44(iii) impliziert dies wiederum, dass
Spn—u (n—o00) mnachMain I,
was wegen Bemerkung 1.44(ii) dquivalent ist zu
dr(Sp,u) =0 (n— 00).

Bezeichne nun (I,,),en eine Folge von beschriankten Intervallen, sodass
o [, C I, firallen € N;
o | = UnEN I,.
Dann definieren wir die Doppelfolge von einfachen Funktionen (sf,)sneny € S(I; X) durch

0
sh(t) = Z;ci,nxéi’mn (t) inX firalletel fiir alle £,n € N.
=0

Dann gilt:
o s\ = s, auf I, \ U2,y Bin NI, fiir alle £,n € N.
e Fiir alle ¢ > 0 und n € N, existiert ein ¢y := {y(g,n) € N, sodass

oo oo
Al ( U Bin mIn> = Y MBinnl,) <e firalle £ € Nmit £ > £,
i=0+1 i=0+1

denn 3°%°  A(B;,, N I,) = AX(I,) < oo fiir alle n € N.
Laut Definition 1.42 gilt daher, dass

st — s, ({—o0) fast gleichmiBigin I, fiir alle n € N,
Laut Bemerkung 1.44(iii) impliziert dies wiederum, dass
st — s, ({—o0) mnachMaBin I, fiirallen € N.
was wegen Bemerkung 1.44(ii) dquivalent ist zu

dr (3Y,3,) =0 (£ —o0) fiiralleneN.
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1 Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integrierbarkeit

Wegen d, (Sp,u) < di(Sp,u) = 0 (n — o0) (cf. Bemerkung 1.44(ii)), existiert zu jedem
k € N ein ng € N, sodass

1

dl"k (gnk,u) S ﬁ .

Wegen dy, (5%, 5,) — 0 (£ — o00) fiir alle n € N, existiert weiter zu jedem k € N ein ¢}, € N,
sodass

1
~, ~
dr,, (S, 5ny) < %

Folglich gilt

—0 (k—o00).

=

dp, (5% ,u) <dj, (33

ng?

kagnk) + dlnk (gnk; u) <

Insbesondere gilt

dp, (5% ,u) < dg, (S0, u) =0 (k= oosny, > 0),

ng?
was wegen Bemerkung 1.44(ii) dquivalent ist zu

Uk

S —u (k—o00) nach Main I, fiir alle £ € N.

Satz 1.45 liefert dann iterativ fiir alle £ € N eine Teilfolge (s%)nen € (85 nen C fﬁfz,
sodass

sb(t)—u(t) inX firaletel,\ By,

n

wobei By C B,_1 mit A\(By) = 0. Die Diagonalfolge (s,)nen € (8%)neny € S(I; X) erfiillt
dann

Sp(t) = u(t) inX firalletel\B,

wobei B := J,en Be Lebesgue-messbar ist und A\'(B) = 0 erfiillt. Dies zeigt schlielich,
dass u € LO(I; X). O
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2 Bochner—Lebesgue-Raume

Das Bochner-Kriterium (c¢f. Satz 1.15) motivierte die Definition
LN X) = {ue LX) | u()x € LD}

die Anlass zur Definition des Bochner—Lebesgue-Raum L*(I; X) gab (cf. Definition 1.17).
In Analogie zur klassischen LP-Theorie lisst sich die Definition des Raums L(I; X) auf
LP-Integrabilitdt erweitern.

2.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 2.1 (Der Bochner-Lebesgue-Raum LP(I; X))

Sei p € [1,00]. Dann ist der Bochner—Lebesgue-Raum definiert durch
(LX) = {u e LX) | lu()llx € LP(1)},
und ausgestattet mit der Norm
1
u(t)||5 dt)» alls p < 00,
lull oy = 1) x| oy = {(I] lu(®)|l% dt)» falls p
esssup,cr|lu(t)||x  falls p=oo.

Bevor wir zur Vollstédndigkeit von LP(I; X) kommen, notieren wir einige Folgerungen.
Korollar 2.2 (Erste Resultate)
Sei p € [1,00]. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) (LP(L; X), || - | e (r:x)) ist ein normierter Vektorraum.
(ii) Falls X <Y, dann gilt

LP(I;X) = LP(I;Y) .

(iii) Falls A: X — Y linear und stetig ist, dann ist der (linear-)induzierte Operator
A: LP(I; X) — LP(1;Y), fir alle w € LP(1; X) definiert durch

(Au)(t) = A(u(t)) Y  firfa tel,
wohldefiniert, linear und stetig. Insbesondere gilt fir alle w € LP(I; X), dass

| Aull 2o vy < N Allzex vy llull e x) -

Beweis. (Ubung). O

Die LP-Integrabilitidt des Bochner—Lebesgue-Raums LP(I; X) ermoglicht eine Verallge-
meinerung der Holder’schen Ungleichung. Dazu ersetzen wir die skalare Multiplikation
f()u(-) durch das Dualitdatsprodukt (f(-),u(-))x.
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2 Bochner—Lebesgue-Réaume

Satz 2.3 (Holder’sche Ungleichung)
Seien p,p’ € [1, 00| mit % + ]% =1 (d.h. p =1, falls p= oo, und p’' = oo, fallsp=1).
Dann gilt fiir alle f € LY (I; X*) und v € LP(I; X), dass (f(-),u(-))x € L*(I,R) mit

O] dt < 1 1

X)) -

Beweis. 1. Lebesque-Messbarkeit: Da f € LY (I; X*), u € LP(I; X) Bochner-messbar sind,
existieren Folgen von einfachen Funktionen (ky)nen CS(I; X*), (sp)nen CS(I; X), sodass
kn(t) — f(t) in X~ (n — o0) fir fa. t e,

Sn(t) — u(t) in X (n — o0) fir fa.te .

Insbesondere folgt aus der Stetigkeit des Dualitdtsprodukts (-,-)x: X* x X — R, dass

(kn(t),sn(t))x — (f(t),u(t))x inX firalletel.

Wegen ((kn ("), sn(-)x)nen € S°(I;R), ist (f(),u(-))x € LYLR).
2. Lebesgue-Integrierbarkeit: Laut Definition 2.1 gilt || f()||x- € LP (I) und [Ju(-)| x €
LP(I). Mit der klassischen Hélder-Ungleichung folgt daher, dass (f(¢),u(t)) x € L*(I, R) mit

/\ ﬂ&</WIMMUM&<WhMXNMMM) 0

Korollar 2.4 (aus der Holder’schen Ungleichung (cf. Satz 2.3))
Die folgenden Aussagen gelten:
(i) Falls 1 <p <gq<oo und I CR beschrinkt, dann gilt

LI(I; X) — LP(I; X).
(ii) Falls 1 <p <r <q< oo, dann gilt
LML X)NLYT; X) — L"(I; X) .
Genauer gilt fir alle w € LP(I; X) N LY(1; X), dass v € L"(I; X) mit

0
HUHU 1x) < el oo Nl 2o crix »
wobei 0 € [0,1], sodass 1 = q —|—
(iii) Seien 1 < p,q,r < oo mit 1 == —l— E und B: X xY — Z bilinear und stetig. Dann

ist der (bilinear-)induzierte operator B: LP(I; X) x LYI;Y) — L"(I; Z), fiir alle
(u,v)" € LP(I; X) x L9(I1,Y) definiert durch
B(u,v)(t) == B(u(t),v(t)) inZ firfa tel,
wohldefiniert, bilinear und stetig. Insbesondere gilt fir alle (u,v)" € LP(I; X) x
LY1,Y), dass
1B(w, )|z (1.2 < 1Bl ey (w,0) "o (130 < 2o (12 -

Beweis. Folgt aus der Holder’schen Unlgeichung (cf. Satz 2.3) analog zur klassischen
LP-Theorie. O
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2.2 Vollstandigkeit von Bochner—Lebesgue-Raumen

Wir kommen nun zu einem der zentralen Resultate dieses Abschnitts, der Vollstandig-
keit von Bochner-Lebesgue-Réumen.

Theorem 2.5 (Vollstéandigkeit von LP(I; X))
Seip € [1,00]. Dann ist (LP(I; X), | - [ zr(1;x)) ein Banachraum.

Beweis. Wir unterscheiden die Fille p < co und p = oc.
1. Fall: (p < 00) Sei (upn)neny € LP(I; X) eine Cauchy-Folge, d.h.
||tn, — uk”Lp(I;X) —0 (n,k—00).
Wir finden daher eine wachsende Folge (k;)jen € N mit k; — oo (j — 00), sodass
llun — uij’ipU;X) <479 fiir alle n € N mit n > k;. (2.6)

Dann gilt wegen kj1 > kj fiir alle j € N und (2.6) fiir (vj)jen = (ux,)jen € LP(I; X),
dass

lvj41 — ij’zp(I;X) < 477 fiir alle j € N. (2.7)
Wir definieren die Lebesgue-messbaren Mengen
M; = {t eI |Jvjs(t) —vi®)|% > 2_j} fiir alle j € N.
Dann gilt fiir alle j € N, dass
N (M;) = /I o, (£)

<2 [ osua) ~ vl at

= QjHUj-H - Uj”ip([;x)

<2 .47 =277,
Als néchstes definieren wir die Lebesgue-messbaren Mengen

Ni:= |J M;firaleicN.
JEN: j>i
Dann gilt fiir alle ¢ € N, dass N; 11 C N; sowie
NNy < S ()
JEN: j>i
<Y o
JEN: j>i
_ gl—i
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Schliefllich definieren wir die Lebesgue-messbare Menge N = (,cy N;, die wegen der
Oberhalbstetigkeit des Lebesgue-Mafles (wobei wir ausnutzen, dass N;11 C N; fiir alle
i € N sowie A\I(N7) <2171 =1)

AH(NV) < liminf A (V;)

1—00
= limsup A\ (V;)
1—00
= lim 27" =0.
1— 00

erfiillt.
Zusammenfassung: Fir alle t € I \ N existiert ein ¢ € N mit ¢t ¢ N; (d.h. t ¢ M; fiir
alle j € N mit j > i), d.h.

[vjs1(t) —vi ()5 <277 fiir alle j € N mit j > .
Insbesondere ist (v;(t))jen C X fiir alle t € I \ N eine Cauchy-Folge, denn

oo .
A . . .
[[v;(2) |X<ZHW+1 )—ve®)llx <D 27P =0 (i—o00,j>1i).

Da X ein Banachraum 1st, existiert daher fiir alle t € I \ N ein Element u; € X, sodass
vj(t) 2w inX (j—o00).
Definiere dann die Funktion w: I — X fiir alle t € I durch
u fallste I\ N,
u(t) =
0 fallste N.
Wegen A(N) = 0 gilt dann, dass
vj(t) > u(t) inX (j—oo0) firfa.tel.

Korollar 1.37 sichert dann, dass u € L%(I; X). Lemma 1.4 liefert wiederum, dass ||u(-)|x €
LO(I). Das heift wir konnen auf LP-Integrabilitéit priifen. Tats#chlich folgt mit dem Lemma
von Fatou (cf. [E1s09, Kap. IV, §5, Lem. 5.1, S. 144]) fiir alle j € N hinreichend gro8, dass

/ lu(t) | dt < 21 / () — vy (6) % dt + 271 / oy (8) % dt

<> Mimint [ ) - -(t)H’)’(dt—i—2p1/Iij(t)|]’;( dt < 5.

1—00

-0  (j—o0)
d.h. uw € LP(I; X) (cf. Definition 2.1). Des Weiteren gilt mit dem Lemma von Fatou (cf.
[E1s09, Kap. IV, §5, Lem. 5.1, S. 144]), dass
| un — UHLp (Ix) = <2 _1||un UJHLp (I;X) + 2p—1||,U] uHLp (I:X)

1 —17:

< 2P Huy, — vj||Lp(];X) + 2P 112.H_1>C1>£1f v — ”iHLp(I;X)
=0 (n,j— o00),

d.h. up, - win LP(I; X) (n — o0).
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2. Fall: (p = 00) Sei (up)neny € L®(I, X) eine Cauchy-Folge, d.h.
Hun_ukHLOO([;X) —0 (n,k—>oo)
Wir finden daher eine wachende Folge (k;) en mit kj — 0o (j — 00), sodass
1
lun — ugllpeo(r;x) < = fiir alle n, k,j € Nmit n,k > k;.

’ J
Insbesondere existiert dann fiir alle n,k,j € N mit n,k > k; eine Lebesgue-messbare
Menge Ny C I mit A'(N{ ) =0, sodass

1 .
lun(t) — uk(t)||x < 7 fiir alle t € T\ N}, .

Definieren wir die Lebesgue-messbare N =, k. jen Ng ., C I, dann gilt A'(N) =0 und
n,k>k; ’
fir alle t € I\ N gilt, dass

1
lun(t) —ur(t)|lx < 7 fir alle n,k,7 € Nmit n,k > k; .

Damit ist (un(t))nen fir alle t € I\ N eine Cauchy-Folge im Banachraum X. Daher
existiert fiir alle t € I \ N ein Element u; € X, sodass

Up(t) > u(t) inX (n—o0).
Definiere dann die Funktion w: I — X fiir alle ¢ € I durch

fallst € I\ N
u(t) = up  falls \ N,
0 fallste N.

Wegen A(IV) = 0 gilt dann, dass
up(t) > u(t) inX (n—oo) firfa.tel.

Korollar 1.37 sichert dann, dass u € L°(I; X). Lemma 1.4 liefert wiederum, dass ||u(-)||x €
LO(I). Das heifit wir konnen auf essentielle Beschrinktheit priifen. In der Tat gilt fiir alle
t € I'\ N, dass

lu(®)llx = Hm {jun(t)llx < sup [[unllzeerx)
n—o0 neN
d.h. w € L*>®(I; X). Weiter gilt fiir alle t € I\ N, dass
1
lun(t) —u(®)||lx = lim |Jup(t) —up(t)||x < - fiir alle n,j € N mit n > kj,
k—ro00 J
d.h.
|- . .
|lun —ullx <= firallen,j € Nmitn > Ek;.
J

Mit anderen Worten gilt u, — u in L*>(I; X) (n — 00). O
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Aus dem Beweis von Theorem 2.5 ergibt sich die niitzliche Folgerung

Folgerung 2.8 (Umkehrung des Satzes von Lebesgue)
Sei (up)neny C LP(I; X)) eine Folge, sodass

up, > u LP(I;X) (n— 00).
Dann ezistiert eine Teilfolge (ug;)jen € LP(I; X), sodass

ug,(t) »u(t) X (j—o0) firfatel.

Beweis. 1. Fall: (p < 00) Da (up)neny € LP(I; X) eine Cauchy-Folge ist, existiert eine
monoton wachsende Folge (k;)jen € N mit k; — oo (j — o0), sodass

1 . . . .
llun — uij’Ep(I;X) <7 fiir alle n € N mit n > j und alle j € N.
Analog zum Beweis von Theorem 2.5 im Fall p < oo folgt dann, dass
ug;(t) »u(t) in X (j—o0) firfa.tel.

1. Fall: (p = o00) Analog zum Fall p < oo. O
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2.3 Dichte Teilmengen von Bochner—Lebesgue-Raumen

In diesem Abschnitt identifizieren wir einige wichtige dichte Teilmengen von Bochner—
Lebesgue-Réumen.

Satz 2.9 (Dichtheit von einfachen Funktionen)
Fiir p € [1,00) liegt S(I; X) dicht in LP(I; X).

Beweis. Fiir p = 1 haben wir die Behauptung bereits in Satz 1.15 gezeigt. Fiir p € (1, 00)
verlauft der Beweis vollig analog. O

Bemerkung 2.10 (Dichtheit von Treppenfunktionen)

FEine Funktion s: I — X heifit Treppenfunktion, falls paar-weise disjunkte Intervalle
I; CI,i=1,...,n, mit endlichem Lebesque-Map \'(I;) < 0o, i =1,...,n, und Elemente
x; € X,1=1,...,n, existieren, sodass

s(t) = Zl’iX]i(t) in X firalletel.
i=1

Die Menge der Treppenfunktionen auf I mit Werten in X bezeichnen wir mit T (1; X).

Fiir p € [1,00) liegt T(I; X) dicht in LP(I; X) (cf. [GGZ7), Lemma 1.3]).
Die folgenden spezielle dichte Teilmenge erweist als sehr niitzlich.

Korollar 2.11 (Spezielle dichte Teilmenge)

Falls p € [1,00), C C LP(I) eine dichte Teilmenge von LP(I) und D C X eine dichte
Teilmenge von X ist, dann ist die Menge

n

M(C, D) = {Zcz dl

=1

nGN,CZ-EC',diGDfu'ri:l,...,n}
dicht in LP(I; X).

Bemerkung 2.12 (Kanonische Beispiele fiir dichte Teilmengen C' C LP(]))

°

Kanonische Beispiele fiir dichte Teilmengen von LP(I) sind C' = C*(I), C = C>(I)N
LP(I) und im Fall \*(I) < oo auch C = C*(I).

Korollar 2.11 zusammen mit Bemerkung 2.12 liefert insbesondere das folgende Resultat.

Korollar 2.13
Falls p € [1,00), dann gilt:
(i) C2(I;X) = {ue C®U;X) |suppu C I} liegt dicht in LP(I; X);
(ii) C(I; X) N LP(I; X) liegt dicht in LP(I; X);
(iii) C°°(I; X) liegt dicht in LP(I; X), falls I C R beschrinkt ist.
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Beweis (von Korollar 2.11). Sei u € LP(I; X) beliebig. Wegen Satz 2.9 kénnen wir ohne
Einschrénkung annehmen, dass u € LP(I; X) von der Form u(t) = = xp(t) in X fiir fast
alle t € I mit x € X und Lebesgue-messbarer Menge B C [ ist. Nach Voraussetzung
existieren nun Folgen (¢y)neny € C und (dp)nen C D, sodass

Cnh — XB in LP(I) (n — 00),
d, = in X (n — 00).
Dann gilt, dass
l|un — UHLP(I;X) = |laxp — CndnHLP(I;X)
<l = dnllxlIxBllLe;x)
+ ldnllx x5 = cnlley =0 (n— 00). O

Beweis (von Korollar 2.13). 1. Inklusionen: (Ubung).
2. Dichtheit: Folgt aus Korollar 2.11 wegen Bemerkung 2.12. O
Theorem 2.14 (Separabilitit von LP([; X))
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) LP(I; X) ist separabel;
(i) LP(I) ist separabel (d.h. p < oo) und X ist separabel.

Beweis. Zu (ii) = (i). Da LP(I) separabel ist, existiert eine abzihlbare und dichte Teil-

menge C' C LP(I). Da X separabel ist, existiert eine abzidhlbare und dichte Teilmenge

D C X. Laut Korollar 2.11 ist dann die spezielle Teilmenge M (C, D) dicht in LP(I; X).

Da M (C, D) aulerdem abzéhlbar ist, folgt schlieBlich die Separabilitéit von LP(I; X).
Zu (i) = (i1). Wir betrachten die Abbildungen

A= <x — Al(S)_%Xsa:> : X - LPM(I; X),
B = (f = zof): LP(I) — LP(I; X),

wobei S C I Lebesgue-messbar ist mit A}(S) € (0,00) und xo € X mit ||zo/x = 1. Da
LP(I; X) separabel ist, sind die Bilder R(A), R(B) C LP(I; X) ebenfalls separabel. Da
die Abbildungen A: X — LP(I; X) und B: LP(I) — LP(I; X) Isometrien sind (Ubung),
miissen X und LP(I) ebenfalls separabel sein. O

LP(I; X)

X Lr(I)

Abbildung 2.1: Abbildungsdiagramm zum Beweis von Theorem 2.14.
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Satz 2.15 (Glittung mittels Faltung)
Sei I == (0,T),0<T < oo, und p € [1,00]. Bezeichne weiter Er: LP(I; X) — LP(R; X)
den Null-Fortsetzungsoperator, fir alle uw € LP(I; X) und fast alle t € I definiert durch

u(t) fallstel,

(Eru)(t) = {0 falls t € R\ 1.

Dann definieren wir den Faltungsglittungsoperator St: LP(I; X) — C®(R; X) fiir alle
u € LP(I; X) durch
(SPu)(t) = (wn * Eru)(t)
- / won(t — 8)(Eu)(s) ds
By, (t)

wobei wy, € C3°(—h, h), h > 0, eine Familie von normierten Standardgldttern ist, d.h.

1
wp(t) = 7Y <2) fir allet € R und h > 0,

wobei w € C°((—1,1); R>q) mit [pw(s)ds = 1. Dann ist St LP(I; X) — C®(R; X)
wohldefiniert, linear und es gelten die folgenden Aussagen:
(i) Fiir alle uw € LP(I; X) gilt, dass

supp(Sfu) C [~h, T +h]  fir alle h > 0.
(ii) Fir alle w € LP(I; X) gilt, dass
IS7ull Loqeix) < Ml oy fir ale h> 0.
(iii) Falls p < oo, dann gilt fir alle uw € LP(I; X), dass
Sty —u inLP(I;X) (h—0).

Beweis. Die Wohldefiniertheit des Faltungsglédttungsoperators, d.h. dass S}‘u € C*[R; X)
fiir alle w € LP(I; X), folgt wie im klassischen Fall aus Standardresultaten iiber Para-
meterintegrale und den Eigenschaften der Faltung. Die Linearitét ist evident. Daher
konzentrieren wir uns auf den Beweis von (i)—(iii):

Zu (i). Fiir alle t € R\ [—h,T + h] gilt, dass Bj(t) C R\ I, d.h. wegen Eru = 0 auf
R\ I gilt fiir alle t € R\ [—h, T + h], dass

(Stu)(t) = [ wnlt - o)En)()ds

R

_ / wn(t — $)(Eru)(s) ds = 0
B1()

in X.
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Zu (ii). Wegen der Definition der LP(I; X)-Norm (cf. Definition 2.1) und der klassischen
LP-Stabilitdt der Faltung mit Konstante 1 folgt im Fall p € (1,00), dass
IS7ull orixy = llwn * Erull owsx)

_ (/R /Bm) w(t — s)(Eru)(s) ds i’( dt)é
) (/R (/Bi(n wh(t = s)[[(Eru)(s)llx ds)pdt>;

= [[(wn * 1€rullx) ()l e r)
< [HHErw) O)llx e )

= H&UHLP(R;X)

= ||u||LP(I;X)-

Der Fall p = oo folgt analog (Ubung).
Zu (ii4). Fiir alle v € C°(R; X) gilt wegen fBl(t) wp(t —s)ds =1 fiir alle t € I, dass

) </f /Bm wn(t = s)(&rv)(s) ds —v(t) idt>;
U %

< ( Bl(t wi(t = s)l[(Erv)(s) — (t)llxd5>pdt)p

1
<T» sup |o(t)—v(s)x =0 (h—0),
t,s€[—h,T+h|
[t—s|<h

1§70 = vllo(rxy = llwn * Erv = vl arx)

wh(t = s)((Erv)(s) —v(t))ds

Bl(t)

IN

wobei wir ausgenutzt haben, dass v: R — X auf Kompakta gleichméfig stetig ist. Wegen
Korollar 2.13 existiert zu jedem ¢ > 0 ein u. € C2(I; X) C C°(R; X), sodass

[|ue — UHLP(I;X) <E.
Wir folgern daher fiir alle € > 0, dass

lim sup [|S7w — wl o(rx) < limsup [[S7 (u — ue)[| 2o (r;x)
h—0 h—0

+ hm Sup 187 e — ue|l o1 x)
+ hmsup lu — ve |l o r:x)
h—0

< 2lu — uellpprx) < 2€.

SchlieBlich folgt, dass limsupy, o |S7u — ul|1o(r,x) < 2 — 0 (¢ = 0). O
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Mit Hilfe von Satz 2.15 lésst sich das folgende Resultat beweisen.

Korollar 2.16 (u € L®(I; X) & ju € CO(I;Y) = u € C%(I; X))
Sei I := (0,T),0<T < oo, seien X, Y Banach-Riume und j: X — Y eine Einbettung’.
Falls X reflexiv ist, dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Fiir eine Funktion u € L (I; X) mit ju € C2(I;Y), wobei
(Ju)(t) =j(u(t)) Y  firalletel,
gilt u € CO(I; X). Insbesondere gilt, dass
(Stu)(t) = u(t) inX (n—o0) firaletel,

wobei (hy)nen C (0,00) mit hy, =0 (n — 00).
(ii) Fiir eine Punktion u € L°°(I; X) mit ju € CO(I;Y), wobei

(ju)(t) = j(u(®)) inY  firalletel,
gilt u € CO(I; X).

Bemerkung 2.17

Ist 1:=(0,T),0<T < oo, und sind X,Y Banach-Riume, sodass X — Y, dann gilt laut
Korollar 1.3/, dass CO(I; X) C L°°(I; X). Da wegen X < Y * ebenfalls C2(I; X) C C(I;Y)
gilt, folgt daher, dass

Co(I; X) € L¥(I; X) N C(LY).
Ist X zusdtzlich reflexiv, dann folgt zusammen mit Korollar 2.16 schlief$lich, dass
COUT; X) = L®(I; X)NCYUT;Y).

Um Korollar 2.16 beweisen zu konnen, erweist sich das folgende Resultat aus der
Funktionalanalysis als niitzlich.

Lemma 2.18

Seien X, Y Banach-Riume und j: X — Y eine Finbettung. Falls X reflexiv ist, dann
folgt fiir eine beschrinkte Folge (xy)nen € X und ein Element x € X aus

jrn, —jr  inY (n— o00),
dass
=2 inX (n—o00).

Beweis. (Ubung). O

!Das heit j: X — Y ist linear, stetig und injektiv.
2Das heiffit X C Y und idx: X — Y ist eine Einbettung.
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Beweis (von Korollar 2.16). Zu (i).

1. Schritt: (u(t) € X fiir alle t € I): Laut Satz 2.15(ii) gilt fiir alle n € N und ¢ € T,
dass

(ST w) @) x < (187 ullos(rx)
= |87 ull oo (rx)

< HUHLO"(I;X)v
wobei wir im Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass Shu € C(I; X). Insbesondere
ist ((Sh” )(t))neny € X fiir alle t € I beschriankt. Da X reflexiv ist, existiert zu jedem
t € T eine Teilfolge (n})reny € N und ein Element u; € X, sodass
(Striu)(t) = w in X (k- 00).

Gleichzeitig gilt wegen Proposition 1.21 fiir alle g € Y* und ¢ € I, dass

(9,3 ((STu)(1)))y = (9. (STju) 1))y

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass (g, u(-)) € C°(I) und dass fiir alle
t €I und h € (0,min{t,T —t}), d.h. Bi(t) C I, gilt, dass

/ wn(t — $)E1((g, u(-))y)(s) ds = / wn(t — 8)(g,u(s))y ds
BL(1) By, (1)
Mit anderem Worten gilt fiir alle ¢ € I, dass

J(Spru)(t)) = (Spju)(t) = (ju)(t) Y (n— o0).
Da gleichzeitig fiir alle ¢t € I gilt, dass

JU(Sprku)(8)) = (Spkju)(t) = j(w) Y (k= o0),
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folgt aus der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts, dass (ju)(t) = j(u¢) in Y fiir alle
t € I. Die Injektivitédt von j: X — Y liefert weiter, dass u(t) = w; € X fir alle t € I.
Insbesondere erhalten wir dann fiir alle ¢ € I, dass

J((Spru)(t)) = (87 ju)(t) = j(u(t)) Y (n— o0).
Schliefllich folgern wir mit Lemma 2.18 fiir alle ¢ € I, dass
(Stu)(t) = u(t) in X (n—o0),

lu()llx < liminf [|(S7mu)(O)lx < llull oo (rx)

2. Schritt: (u € CO(I; X)): Seien (t,)nen C I und t* € I so, dass

th, =>t* iInX (n—o0).
Dann gilt fiir alle n € N, dass
[utn)llx < llullpe;x) »
d.h. (u(ty))neny € X ist beschriinkt. Da wegen ju € CO(I;Y) gleichzeitig gilt, dass
J(u(tn)) = j(u(t)) n X (n—o0),
folgern wir mit Lemma 2.18, dass
u(ty,) = u(t) inX (n—o0),
d.h. u € CY(I; X).
Zu (ii). Wir betrachten die durch Spiegelung fortgesetzte Funktion @: 31 = (—=T,2T) —

X, definiert durch

u(—t) falls t € [-T,0),
a(t) = q u(t) falls t € T,
u(2t =T) fallst e (T,27)].

Dann gilt, dass @ € L>°(31; X) und ja € C%(3I;Y) (Ubung), sodass mit (i) folgt, dass
@ € C%(31,X) und damit u = |7 € C(I; X). O
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2 Bochner—Lebesgue-Réaume

2.4 Beziehung zu Lebesgue-Raumen auf Zeit-Raum-Zylindern

In diesem Abschnitt untersuchen wir kurz den Bochner-Lebesgue-Raum LP(I; LP(S2)),
wobei I C R ein offenes Intervall ist und  C R? eine Lebesgue-messbare Menge, zu seiner
Beziehung zum Lebesgue-Raum LP(I x Q). Hierbei wird der Produktraum I x  C R4+!
meistens als Zeit-Raum-Zylinder bezeichnet.

Satz 2.19 (Beziehung zwischen LP(I; LP(£2)) und LP(I x Q))

Sei I C R ein offenes Intervall und Q C R% eine Lebesque-messbare Menge. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

(i) Falls p € [1,00), dann ist die Abbildung 6 LP(I x Q) — LP(I; LP(R2)), fir alle
u € LP(I x Q) definiert durch

u(t) =wu(t,-) in LP(Q)  fir fa. tel,
ein isometrischer Isomorphismus. .
(ii) Falls p = oo, dann ist die (inverse) Abbildung (-) : L*(I; L>(Q)) — L>(I x ),
fir alle u € L*(1; L*(Q2)) definiert durch
u(t,z) = [a@®))(z) fir f.a. (t,x)" €I xQ,

eine Isometrie.

Bemerkung 2.20

In Beispiel 1.40 haben wir bereits eine Funktion kennen gelernt, die in L*°((0,1)) x (0,1))
liegt, aber nicht in L*°((0,1); L>°(0,1)), da sich nicht fast separabelwertig und damit nicht
Bochner-messbar. Daher ist die Abbildung in Satz 2.19(ii) nur eine Isometrie und kein
isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Zu (i). 1. Wohldefiniertheit und Isometrie: Sei u e LP(Ix2) beliebig, aber fest.
Wir wollen zeigen, dass u € LP(I; LP(Q2)). Zunéchst stellen wir fest, dass nach dem Satz
von Fubini-Tonelli (cf. [Els09, §2, Satz 2.1, S. 175]) aus |u|? € L*(I x Q) folgt, dass
lu(t,-)|P € L1() fiir fast alle t € T mit

/1(/9 lu(t, z)|P d:z:> dt = /ng lu(t, z)|P dtde .

Mit anderen Worten gilt u(t) € LP(Q) fiir fast alle ¢ € I mit

SOyt = [ttt < o0, (2.21)
X

sodass nur noch die Bochner-Messbarkeit zu zeigen bleibt:

Da LP(Q) separabel ist, reicht es laut dem Satz von Pettis (c¢f. Satz 1.31) zu zeigen,
dass u: I — LP(Q)) schwach messbar ist. Sei dazu f € (LP(2))* beliebig, aber fest. Weiter
sei (I, )nen eine Folge von beschrénkten Intervallen, sodass I, C I,,41 fiir alle n € N und
I = U,en In- Dann gilt, dass (fx1, )neny € S(I; (LP(2))*) C LP'(I; (LP(Q))*). Nach der
Holder’schen Ungleichung (cf. Satz 2.3) gilt, dass ((fx1,(-), u()) 1r())nen € L'(I), d.h.
insbesondere gilt dann fiir alle n €N, dass (fxr, (), @(-)) o) = (f, @(-)x1, (-)) Lr() €LY (I).
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2.4 Beziehung zu Lebesgue-Rédumen auf Zeit-Raum-Zylindern

Mit anderen Worten ist (X7, )nen € L°(I; LP(Q2)). Da auf der anderen Seite gilt, dass
u(t)xr,(t) = u(t) in LP(Q) (n—o0) firfa.tel,
folgt aus Korollar 1.37, dass u € L(I; LP(£2)) und mit (2.21), dass @ € LP(I; LP(Q2)) mit

lll o ;e ) = llullLe(rx) s (2.22)

d.h. die Abbildung (-): LP(I x Q) — LP(I; LP(£2)) ist wohldefiniert und eine Isometrie.

1. Surjektivitit: Sei U € LP(I; LP(Q2)) beliebig, aber fest. Nach Korollar 2.11 existiert
eine Folge (U, )neny € M(C°(1),C°(2)), sodass

U, = U in LP(L; LP(Q2)) (n— 00).
Wir definieren die Folge u,: I x Q@ — R, n € N, durch
Un(t, ) = [Un(t)](z) fiir fa. (t,2)T € I x Q.

Da die Folgeglieder von @ € LP(I; LP(€2)) Linearkombinationen von Elementen aus C°([)
und C°(Q2) sind, gilt insbesondere, dass (up)neny € LP(I x ) (Ubung). Da (ty)neny €
LP(I; LP(Q)) eine Cauchy-Folge ist, folgt aus (2.22), dass auch (up)nen € LP(I X Q) eine
Cauchy-Folge ist. Da LP(I x §2) eine Banach-Raum ist, existiert ein Element u € LP(I x ),
sodass

up, —»u  in LP(I xQ) (n— 00).
Wegen der Isometrieeigenschaft gilt weiter, dass u, — @ in LP(I; LP(§2)) (n — o0). Die
Eindeutigkeit des Grenzwert liefert, dass U = @ in LP(I; LP(Q2)), d.h. die Abbildung
(\): LP(I x Q) — LP(I; LP(Q2)) ist surjektiv und damit ein isometrischer Isomorphismus.
Zu (). Sei w € L*°(I; L>°(2)) beliebig, aber fest. Nach Definition 2.1 und Definition 1.2
existiert eine Folge (U, )neny € S(I; L>°(Q)), sodass
Up(t) = a(t) in L™(Q) furfa.tel.
Wir definieren die Folge u,: I x Q@ — R, n € N, durch
Un(t, ) = [Un(t)](z) fiir fa. (t,2)T e I x Q.

Dann gilt, dass (up)nen € L®(I x Q) (Ubung). Insbesondere existiert (cf. [Bréll, Theo-
rem IV.9, S. 58]) eine Teilfolge (ng)ren € N und eine Lebesgue-messbare Menge N C I x ()
mit A9TL(N) = 0, sodass (un, (t,2))ren C R fiir fast alle (¢, )" € I x Q eine Cauchy-Folge
ist. Insbesondere existiert zu jedem (t,2)" € (I x Q) \ N ein U7 € R, sodass

Uny, (t,2) = U7 (K — 00).
Definiere wir dann die Funktion u: I x Q — R, fiir alle (t,2)" € I x Q, durch
Uy )T falls (t,2)T € (I x Q)\ N,
u(t,x) == : -
0 falls (t,x)' € N,

dann ist u: I x 2 — R als f.ii. Grenzwert Lebesgue-messbarer Funktionen selbst Lebesgue-
messbar, d.h. u € LY(I x Q). Die Isometrieeigenschaft folgt aus |u(t,z)| = |[a(t)](z)| <
@) Lo @) < @ll Lo (r;n00 () und [[a(®)](@)] = |u(t, z)| < [Jul|peorxq) fir fast alle ¢ € 1.

O
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3 Charakterisierung der Dualraume und
Reflexivitat

3.1 Charakterisierung der Dualraume

Ist Q CR", ne N, und 1 < p < oo so wissen wir, dass wir den Dualraum (LP(Q2))*
von LP(Q) mit dem Raum LP (Q) identifizieren kénnen. Genauer ist die sogenannte
Riesz-Abbildung R: LP (Q) — LP(Q)*, fiir alle f € LP'(Q) und u € LP(Q) definiert durch

(RS, u) oy = /Q f(@)u(z) dz,

ein isometrischer Isomorphismus, d.h. fiir alle u* € (LP(2))* existiert ein eindeutiges f €
LP'(2), sodass

u*=Rf in (LP(Q))",

”U*H(LP(Q))* = HfHLp’(Q) .

Ein analoges Resultat wollen wir fiir Bochner-Lebesgue-Réume beweisen. Die erste Idee
dabei ist, die wir bereits fiir die Hélder’sche Ungleichung (cf. Satz 2.3) ausgenutzt haben,
besteht darin skalare Multiplikation f(-)u(:) durch die duale Paarung (f(-),u(-))x zu er-
setzen. Insbesondere folgt aus Holder’schen Ungleichung (cf. Satz 2.3) bereits die Wohlde-
finiertheit, Linearitdt und Stetigkeit (mit Konstante 1) der Riesz-Abbildung fiir Bochner—
Lebesgue-Raume.

Korollar 3.1 (Riesz-Abbildung)
Sei p € [1,00). Dann ist die Riesz-Abbildung Rx: LP (I, X*) — (LP(I; X))*, fir alle
fe LV (I; X*) und u € LP(I; X) definiert durch

(Ry fou) 1o(rx) = /I CF), ult))x dt,

wohldefiniert, linear und Lipschitz-stetig mit Konstante kleiner gleich 1, d.h. fiir alle
f e LV(I,X*) gilt, dass

IRx fllceocrxys < flper r,xe) -
Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 2.3. O
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3 Charakterisierung der Dualrdume und Reflexivitét

Das folgende Theorem zeigt unter welchen Voraussetzungen an den Raum X die Riesz-
Abbildung fiir Bochner—Lebesgue-Réume (cf. Korollar 3.1) ein isometrischer Isomorphis-
mus ist.

Theorem 3.2 (Charakterisierung von (LP(I; X))*)
Seip € [1,00) und X reflexiv oder X* separabel. Dann ist Ry : L (I, X*) — (LP(I; X))*
ein isometrischer Isomorphismus, d.h. fir alle v* € (LP(I; X))* existiert ein eindeutiges
f e LV(I,X*), sodass

u* = Rxf in(LP(;X))",

la liwo iy = 1l rxe) -

Beweis. Siehe [Edw65, Chapter 8, Theorem 8.20.3, p. 606 (fiir X* separabel) & Theorem
8.20.5, p. 607 (fiir X reflexiv)]. O

3.2 Reflexivitat

Mit Hilfe von Theorem 3.2 kénnen wir nun die anfangs gestellte Frage nach der
Reflexivitat von Bochnerrdumen beantworten.

Theorem 3.3 (Reflexivitit von LP(I; X))
Seip € (1,00) und X reflexiv. Dann ist LP(I; X) reflexiv.

Beweis. Ziel: Die kanonische Isometrie Jr»(r,x): LP(I; X) — (LP(I; X))*, fiir alle u €
LP(I; X) und u* € (LP(I; X))* definiert durch
(JLP(I;X)U7U*>(LP(I;X))* = <U*:U>LP(I;X) .

ist surjektiv.
Beweis des Ziels: Da X reflexiv ist, sind die folgenden Operatoren isometrische Iso-
morphismen:

e Da X reflexiv ist, die kanonische Isometrie Jx: X — X** fiir alle x € X und
x* € X*, definiert durch

(Jxz,x*)x+ = (2", 2) x ,

ein isometrische Isomorphismus. Dann ist insbesondere auch der linear-induzierte
Operator

Tx: LP(I; X) — LP(I, X*),
fiir alle w € LP(I; X) definiert durch
(Jxu)(t) = Jx(u(t)) inX*™ firfa.tel,

ein isometrischer Isomorphismus (Ubung).
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3.2 Reflexivitit

e Nach Theorem 3.2 ist die Riesz-Abbildung Ry : L¥ (I, X*) — (LP(I; X))* ein iso-
metrischer Isomorphismus ist. Dann ist die Inverse Ry': (LP(I; X))* — LV (I, X*)
ebenfalls ein isometrischer Isomorphismus. Der Satz von Schauder (cf. 77) liefert
weiter, dass der adjungierte Operator

(Ry')": (LV (1, X7))" = (LP(1; X))

ein isometrischer Isomorphismus ist.
e Nach Theorem 3.2 ist die Riesz-Abbildung

Rx«: LP(I, X*™) — (LP (I, X*))*
ein isometrischer Isomorphismus.

Nun haben wir alle Hilfsmittel beisammen um zu zeigen, dass das Diagramm

J .
(I X) — (e X))
JIx (R§1)*
LP(1,X*) ———— (L' (1, X"))*
X*

Abbildung 3.1: Kommutierendes Diagramm

kommutiert. In der Tat gilt fiir alle v* € (LP([; X))* und v € LP(I; X), dass
(Jor(r:x)U 0 ) (Lr(rx)) = (W5 U) Lo(1:x)

- /I (R (1), u(t)) x dt
- / (Txw)(8), (Ryhut) () x- dt

I
= (R (Jxw), Ry'u*) o 1 x0oy
= ((Ry')*Rx+(Ixu), Ry u*) (1o (1,x))+
= (((Rx")" o Rx~ 0 Jx) u’u*>(LP(I;X))* ’
d.h. die kanonische Isometrie
Jrorx) = (RY)* o Ry« 0 Jx: LP(I; X) — (LP(I; X))*™*

ist als Verkniipfung isometrischer Isomorphismen selbst ein isometrischer Isomorphismus.

[
Theorem 3.4 (GleichméBige Konvexitét)
Seip € (1,00) und X gleichmdflig konvex. Dann ist LP(I; X) gleichmdflig konvez.
Beweis. Siehe [GGZ74, Kapitel IV, Satz 1.15, p. 136]. O
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4 Verallgemeinerte Zeitableitung und
Bochner—Sobolev—Raume

Fiir das gesamte Kapitel sei I C R ein offenes Intervall.

4.1 Verallgemeinerte Zeitableitung

Definition 4.1 (Verallgemeinerte Zeitableitung)

Seien X, Y Banachriume, sodass eine Einbettung j: X — Y existiert. Dann hat eine
Funktion u € L] (I; X) eine verallgemeinerte Zeitableitung (bzgl. j), falls eine Funktion
v e LL (I;Y) existiert, sodass fiir alle ¢ € C°(I) gilt, dass

loc
j(—/lu(t)go'(t) dt> :/Iv(t)gp(t)dt iny.

Wir setzen dann dé—'t“ := v als die verallgemeinerte Zeitableitung (bzgl. j) und Vlehlj AL X)Y)

als den Raum aller verallgemeinerte zeitlich differenzierbaren Funktionen auf I (bzgl. j).

Im Fall X =Y und j =idx, setzen wir % = dififu und VVli)Cl(I, X) = I/Viil,;l(,loc(l; X, X).

Bemerkung 4.2 (Schwache Zeitableitung)

Die verallgemeinerte Zeitableitung im Sinne von Definition 4.1 ist von der schwachen
Zeitableitung zu unterscheiden: genauer hat eine Funktion u: I — X eine schwache
Zeitableitung (bzgl. j) in t € I, falls ein dju(t) € Y existiert, sodass

]<W> ~du(t) inY (h—0t+hel).

Lemma 4.3 (Eindeutigkeit/Wohldefiniertheit der verallgemeinerten Zeitableitung)
Die verallgemeinerte Zeitableitung im Sinne von Definition 4.1 ist eindeutig bestimmt
und damit wohldefiniert.

Die Eindeutigkeit und damit Wohldefiniertheit der verallgemeinerten Zeitableitung im

Sinne von Definition 4.1 beruht auf dem folgenden Analogon der Fundamentallemmas

der Variationsrechnung fiir Funktionen aus Ll (I; X).

Lemma 4.4 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Seiw € Li (I; X), sodass fiir alle p € C(I) gilt, dass

/u(t)g&(t)dtzo in X .

I
Dann gilt u(t) =0 in X fir f.a. t € I.
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4 Verallgemeinerte Zeitableitung und Bochner—Sobolev—-Rédume

Beweis. Sei K C I ein kompaktes Intervall und setze
o §:= idist(K,R\ I);
e g :=inf K — ¢;
e b:=supK + 0.
Dann gilt fiir alle h € (0,6) und t € K wegen wy(t —-) € Cg°(—h,h) € C>(a,b), dass

(Slpyuw)(t) = /B » (Eapyw)(s) wn(t — s)ds

b
= / u(s)wp(t — s)ds in X.

_ /u(s)wh(t _ ) ds=0

1

Wegen S(ha Bt = uf(qp) in L'((a,b); X) (b — 0) (c¢f. Satz 2.15(iii)) folgt, dass S(ha b)“|K =
0 — u|lxg LY(K;X) (h — 0) fiir fa. t € K und somit u(t) = 0 in X fiir f.a. ¢t € K und
alle kompakten Intervalle K C I. Schliellich folgt, dass u(t) =0 in X fiir fa. t € [. O

Beweis (von Lemma J.3). Seien v; € Li. (I;Y), i = 1,2, sodass fiir alle ¢ € C2°(I) und
1 =1,2 gilt, dass

j<—/lu(t)<p’(t)dt> :/lvi(t)w(t) dt Y.

Dann gilt fiir alle ¢ € C2°(I), dass

/(vl(t) () p(B)dt =0 inY.

I

Das Fundamentallemma (cf. Lemma 4.4) liefert unmittelbar, dass v1 = vo in L] _(I;Y).
]

Die folgende Proposition zeigt, dass das Verschwinden der verallgemeinerten Zeitablei-
tung im Sinne von Definition 4.1 (wie im Fall der klassischen Zeitableitung im Sinne von
Definition 1.25) die Konstanz der Funktion zur Folge hat.

Lemma 4.5 (% = 0 = u = const)
Seien X, Y Banachrdume, sodass eine Finbettung j: X — Y existiert. Weiter sei u €
lei(l)c(f; X,Y) mit verschwindender verallgemeinerter Zeitableitung d(j—f =0in Ll (I;Y),

d.h. fir alle p € C(I) gilt, dass

j</lu(t)¢/(t) dt> =0 Y.

Dann existiert ein ug € X, sodass u(t) = ug in X fir f.a. t € I.
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4.1 Verallgemeinerte Zeitableitung

Bemerkung 4.6
Wegen der Injektivitdt von j: X — Y werschwindet fiir eine Funktion u € W 1OC([; X,Y)

die verallgemeinerter Zeitableitung (bzgl. j), d.h. es gilt = ’u =01 Llloc
wenn fir alle o € C°(I) gilt, dass

/u(t)gp/(t) dt=0 inX.

1

(I;Y), genau dann,

Beweis (von Lemma 4.5). Zunéchst sehen wir ein, dass fiir alle p € C2°(I) mit [, ¢(t) dt=0

gilt, dass
/Iu() ()dt—/ ()(?t([:flw(s)ds)dtzo in X

€eCx(I)

Definieren wir
Uy = /u(t)n(t) dt € X, wobein e C(I) mit /n(t) dt =1,
I I

dann gilt fiir alle ¢ € C2°(I), dass

/I(u(t)—uo) o(t) dt = / b dt — // t)ds dt
_ /1 u(s)e(s) ds — /I u(s)n(s)( /1 cp(t)dt) ol
= [ut) (et9)=nts) [ ottrar ) as

=peCgo(I) mit [, ¢(t) dt=0

=0

Vg

Das Fundamentallemma (cf. Lemma 4.4) liefert dann, dass u(t) = ug in X firfa.t € I. O

Lemma 4.7 (Beziehung zur klassischen Zeitableitung)

(i) Konsistenz: Falls u € Li. (I; X), sodass ju € CYI;Y), wobei (ju)(t) = j(u(t)) in Y
fir f.a. t € I, dann gilt, dass u € W 10C(I; X,Y) und die klassische Zeitableitung

stimmt mit der verallgemeinerten Zeztableztung tberein.

(ii) Produktregel: Fiir alle u € leliC(I X,Y) und n € C>®(I) gilt, dass

dj(un) _ dju .,
@ - ata’

wobei ju € Ll (I;Y) fir f.a. t € I durch (ju)(t) = j(u(t)) in'Y definiert ist.
Beweis. (Ubung). O

in L (I;Y),
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4 Verallgemeinerte Zeitableitung und Bochner—Sobolev—-Rédume

Der linear-induzierte Operator A: Ll (I;X) — LL (I;Y) (cf. Satz 1.21) ist stabil
unter verallgemeiner-ter zeitlicher Differenzierbarkeit und kommutiert mit der verallge-

meinerten Zeitableitung.

Satz 4.8 (Linear-induzierter Operator)

Sei A: X =Y ein linear und stetiger Operator. Dann ist der linear-induzierte Operator
A: WhNI X)) — WENILY), fiir alle u e I/Vll’l(l; X) definiert durch

loc loc oc

(Au)(t) = A(u(t)) inY  firfa tel,

ist wohldefiniert. Insbesondere gilt fiir alle u € VV&)C1 (I;X), dass

dAu du 1
— = — in Li,.(I;Y
dt A( dt) m lOC( ’ ) ’
d.h. der linear-induzierte Operator kommutiert mit der verallgemeinerten Zeitableitung
(cf. Abbildung /.1).
1 A ,1
Wige (I X) ——— Wi (1;Y)

d- d-
dt dt

Ll

oo X) ——— Ll

A loc (I? Y)

Abbildung 4.1: Kommutatives Diagramm.

Beweis (von Satz 4.8). Seiu € Wlicl (I; X) beliebig, aber fest. Dann gilt fiir alle p € C2°(I)
mit Definition 4.1 und Satz 1.21, dass

- [ anog @ - A( - [uwe® dt)

I I

- A</I‘jl‘:(t)@(t) dt> ny,

= /I A@;) () (t) dt)

dh. Au e WHH(LY) mit 4 = A() in L] (I;Y). O

loc loc

Korollar 4.9

Seien X, Y Banach-Rdume, sodass eine Einbettung j: X — Y existiert. Dann gilt fir
alle u € T/Vli’clj(l; X,Y), dass ju € I/Vli’cl(l; Y) mit

d; j
e = dju:]<du> in Llloc(I;Y)a

At dt dt
wobei ju € L (I;Y) fir fa. t € I durch (ju)(t) = j(u(t)) inY definiert ist.
Beweis. (Ubung). O
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4.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

4.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Auch fiir Bochner-integrierbare Funktionen gilt der Zusammenhang zwischen absoluter
Stetigkeit und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Definition 4.10 (Absolutstetigkeit, Vitali, 1905)

Sei I C R ein beschrinktes Intervall. Dann heifit eine Funktion uw: I — X absolut stetig,
falls es zu jedem & > 0 ein 6 > 0 gilt, sodass fiir jedes endliche System disjunkter Teil-
intervalle [a;,b;) C 1, i=1,...,m, m € N, mit Gesamtlinge > i~ (bi — a;) < & gilt, dass

> llu(b) = ulai)|x <e.
=0

Dann bezeichnen wir mit AC(I; X) die Menge der absolut stetigen Funktionen auf I mit
Werten in X.

Bemerkung 4.11 (Beziehung zu anderen Stetigkeitsbegriffen)
(i) Ist u: T — X Lipschitz stetig, d.h. es existiert ein L > 0, sodass

lu(t) —u(s)||lx < L|t—s| firallet,sel,

dann ist u: I — X absolut stetig. B
(i1) Ist w: I — X absolut stetig, dann ist u: I — X gleichmdfig stetig.
Satz 4.12 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Teil I)
Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) Fallsv € L (I; X) und t' € I, dann ist die Funktion u.: I — X, definiert durch

loc

t
uc(t) == / v(s)ds  fir allet eI,
t/

lokal absolut stetig, d.h. u. € AC(K; X) fiir alle kompakten Intervalle K C I, und
verallgemeinert zeitlich differenzierbar mit

du,
dt

(t)=v(t) inX firfatel. (4.13)

(ii) Falls I C R beschrdnkt ist, v € L' (I; X) und t' € I, dann ist die Funktion u.: I — X,
definiert durch

t
ue(t) = / v(s)ds firalletel,
t/

absolut stetig, d.h. u.€ AC(I; X), und verallgemeinert zeitlich differenzierbar mit (4.13).
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4 Verallgemeinerte Zeitableitung und Bochner—Sobolev—-Rédume

Beweis. Zu (i).

1. Lokale Absolutstetigkeit: Sei K C I ein kompaktes Intervall. Dann folgt die Abso-
lutstetigkeit von u.: K — X aus der Absolutstetigkeit des Lebesgue-Integrals, denn fiir
jedes endliche System disjunkter Teilintervalle [a;,b;] C K, i = 1,...,m, m € N, gilt
wegen Korollar 1.19(ii), dass

b;
EM%Z wladlx =3 | [ vas
i=1 @i

m b;
sZ/W@mm
i=1" %

2. Verallgemeinerte Differenzierbarkeit: Fur alle ¢ € C°(1) gilt, dass

—£w®¢®&: /(f()@)(mt
//tmw XS () s
+ [ [x o Oxeneuee 0 asa

_/I/[X(t’,sup[)(S)X(s,supl)(t)v(s)cp,(t) dsdt
+[£MMMWMMMWM@Mﬂ®& X

= _/tlsuplv(s)</:uplcp’(t) dt> ds
o[ w0 )s

— /:upjv(s)cp(s) ds + /i:f/Iv(s)w(s) ds

:/v(s)gp(s)ds.

I /

m

X

wobei wir im zweiten Gleichheitszeichen die Identititen (Ubung)
X(t ,sup I) (t)X(t’,t) (S) - X(t’,sup[)(S)X(s,supI) (t) fiir alle ¢,s € I,
X(inf 1,t/) ()X (141 (8) = Xint 14)(8) X (int 1,6)(t)  fiir alle t,s € I,

und im vorletzten Gleichheitszeichen den klassischen Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung und die Tatsache, dass ¢ einen kompakten Tréger in I hat, ausgenutzt haben.
Zu (ii). Folgt analog zu (i) (Ubung). O
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4.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 4.14 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Teil II)
Fiir jedes u € Wlf)cl (I; X) existiert ein eindeutiger stetiger Reprédsentant u. € C°(I; X).
Insbesondere gilt fiir alle t,t' € I, dass

ue(t) = uc(t) —i—/t/ %(s) ds inX. (4.15)

Falls I C R beschrnkt ist und 8% € LY(I; X), dann gilt, dass u. € AC(I; X) mit (4.15)
fiir alle t,t' € 1.

Beweis. 1. Fall: (I C R unbeschrinkt oder S ¢ L*(I;X)). Sei zuniichst ¢’ € I beliebig,
aber fest. Aus Satz 4.12(i) folgt, dass die Funktion v: I — X, fiir alle ¢ € I definiert
durch

b du
v(t) ::/t/ E(s)ds,

lokal absolut stetig ist, in VV;DC1 (I; X) liegt und

dv £ = du

iV =@
erfiillt. Wegen der Linearitét der verallgemeinerten Zeitableitung gilt, folgt zusammen
mit Lemma 4.5, dass ein ug € X existiert, sodass u(t) = ug + v(t) in X fiir fa. ¢t € I.
Da v: I — X lokal absolut stetig ist, ist u € VVlicl (I; X) f.i. gleich der stetigen Funktion
ue = ug +v: I — X. SchlieBlich folgt wegen u.(t') = ug + v(t') = up in X, dass fiir alle
t,t' € I gilt, dass

(t) inX firfa.tel

tdu

welt) = o + v(t) = ue(t)) + /t Liar X,

2. Fall: (I C R beschrdnkt und % € LY(I; X)). Wir gehen analog zum vorherigen
Fall vor, nutzen nun allerdings Satz 4.12(ii). O

Allgemeiner gilt

Satz 4.16 (von Komura, 1967)

Sei I C R beschrinkt und X reflexiv. Dann ist jedes u € AC(I; X) fiir f.a. t € I klassisch

differenzierbar mit Ableitung %(t) € X und die resultierende Funktion %: I — X ist

Bochner-integrierbar. Insbesondere gilt fiir alle t',t € I, dass

u(t) = u(t') +/t’ %(s) ds inX.

Beweis. Siehe [Bré73, Cor. A.2]. O
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4 Verallgemeinerte Zeitableitung und Bochner—Sobolev—-Rédume

4.3 Bochner—Sobolev-R3aume

Definition 4.17 (Bochner-Sobolev-Raume)

Seien X, Y Banach-Rdume, j: X — Y eine Finbettung und 1 < p,q < co. Dann ist der
Bochner—Sobolev-Raum (bzgl. j) definiert durch

W].l’p’q(I;X,Y) = {u € LP(I; X) ‘ 3% € Lq(I;Y)}'

Falls X =Y und j =idx, dann setzen wir
19 b .
IT’M(I’X) = Widiq(l, X,Y).

Aus der Vollstandigkeit von Bochner—Lebesgue-Raumen (c¢f. Theorem 2.5) und der
Stetigkeit von % folgt direkt die Vollstéindigkeit von Bochner—Sobolev-Réumen.

Theorem 4.18 (Vollsténdigkeit)
Fiir p,q € [1,00] ist le’p’q(I; X,Y) ausgestattet mit der Norm

dj-
dt

)

Lp(I;X)

[ '

ein Banach-Raum.

Beweis. 1. Vektorraumeigenschaften: (Ubung).
2. Vollstindigkeit: Sei (up)nen C I/le’p’q(I;X, Y') ein Cauchy-Folge. Dann sind sowohl

(un)nen C LP(I; X) als auch (d’(ﬁ")neN C L4(1;Y) Cauchy-Folgen. Da LP(I; X) und
Li(1;Y) vollsténdig sind (c¢f. Theorem 2.5), existieren u € LP(I; X) und v € LI(I;Y),

sodass

Up — U in LP(I; X) (n — 00),
dﬁfin —v in LY(I;Y) (n — 00).

Insbesondere gilt dann fiir alle ¢ € C2°(1), dass

(- futrr0ar) = i s( - [uoewa))

djun, :
= lim ok (t)e(t) dt inY,

n—oo [; dt

= /v(t)cp(t) dt
I

Vs

d.h.u e le’p’q(I;XjY) mit dé—f =wvin LY(;Y) und u, — win le’p’q(l; X,Y) (n — o0).
O
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4.3 Bochner—Sobolev-Rdume

Aus der Separabilitéit/Reflexivitéit von Bochner—Lebesgue-Raumen (cf. Theorem 2.14,
Theorem 3.3) folgt direkt die Separabilitit/Reflexivitdt von Bochner-Sobolev-Raumen.
Theorem 4.19 (Separabilitit & Reflexivitét)

Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) Fir p,q € [1,00) und separable Banach-Rdume X, Y ist le’p’q(I;X, Y) separabel.
(i1) Fiir p,q € (1,00) und reflevive Banach-Riume X, Y ist le’p’q(I; X,Y) reflexiv.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass der Produktraum ¥ := LP(I;X) x LY(1;Y)
ausgestattet mit der Norm || - ||s;: X — R, fiir alle (u,v)" € ¥ definiert

(s 0) Tl = llull Logroxy + 1ol Lagryy
ein Banach-Raum ist (Ubung). Weiter stellen wir fest, dass IT: le’p NI X,Y) — X, fiir
alle u € le’p “(I; X,Y) definiert durch

dju T .
Mu = | u, —— in X,
dt

eine lineare Isometrie ist. Insbesondere ist Bild R(II) ein Banach-Raum und die Abbildung
II: le’p “(I; X,Y) — R(II) ein isometrischer Isomorphismus auf sein Bild.

Zu (i). Fiir p,q € [1,00) und separable X, Y, sind LP(I; X) und L4(I;Y") separabel (cf.
Theorem 2.14). Insbesondere ist dann auch der Produktraum > separabel und folglich das
Bild R(II). Da Separabilitdt stabil unter Isomorphismen ist, ist le’p “(I; X,Y) separabel.

Zu (11). Fir p,q € (1,00) und reflexive X, Y, sind LP(I; X) und L9(1;Y) reflexiv (cf.
Theorem 2.14). Insbesondere ist dann auch der Produktraum ¥ reflexiv und folglich das
Bild R(II). Da Reflexivitit stabil unter Isomorphismen ist, ist W;’p UI; X,Y) reflexiv. O

PrOjL%} Lp([; X)

W].l’p’q(I;X, Y) # R(H) cx Projra(r;y)
LY(L;Y)

Abbildung 4.2: Abbildungsdiagramm zum Beweis von Theorem 2.14.

Lemma 4.20 (Einbettung)
Falls I C R ein beschrdanktes Intervall ist, dann ist die aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (cf. Satz J.1/(ii)) resultierende Abbildung

(Ve: WHH(I; X) — AC(T; X) € CQ(I; X)),
die jeder Funktion u € WYL (I; X) ihren absolut stetigen Reprisentanten u. € AC(I; X)
zuweist, eine Einbettung. Insbesondere gilt fiir alle u € WH(I; X), dass

du
dt

1
luellenroe, < —llullzr +] |
cllCP(I;X) 1| (I;X) LX)

Beweis. (Ubung). O
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4 Verallgemeinerte Zeitableitung und Bochner—Sobolev—-Rédume

4.4 Dichte Teilmengen

In diesem Abschnitt identifizieren wir einige wichtige dichte Teilmengen von Bochner—
Sobolev-Raumen.

Lemma 4.21 (Spezielle dichte Teilmenge)

Seip € [1,00), I CR ein beschrinktes Intervall und D C X eine dichte Teilmenge. Dann
liegt die Menge

M(C=(I {Z% i

dicht in WHP(I; X).

neN, ¢, € C®(), d; €D, i:l,...n}

Beweis. Sei u € WHP(I; X) beliebig, aber fest. Dann existiert laut Korollar 2.11 und
wegen der Dichtheit von D in X Folgen (v, )neny € M(C°(I); D) und (dp)nen C D, sodass

d
vn—>d—1; in LP(I; X) (n — o),
dp — uc(0) in X (n — o),

wobei u. € AC(I; X) der absolut stetige Reprisentant von u € WP (I; X) — WL(I; X)
(da AY(I) < 00) aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (cf. Satz 4.14)
ist. Wir definieren (uy)neny € C™(I; X) fiir alle n € N durch

t

un(t) ==d, +/ vp(s)ds in X fiiralletel.
inf I

Dann gilt insbesondere, dass (uy,)peny € M(C(I); D), denn fiir alle n € N, folgt aus

=> dimp(t) inX firalletel,

wobei ky, € N, d' € D und ' € C°(I), i =1,...,k,, n € N, dass

t
/ ds_Zd"</ n( )d> in X firalletel.
inf I inf I
N———
ce=(1)

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (cf. Satz 4.14) folgt weiter, dass

du du

- = in LP(I: X

Eral T in LP(I; X) (n — o0),

) O du -
un:dn—f—/ vn(s)ds—>uc(inf1)—|—/ —(s)ds = u, in C°(T; X) (n — 00).
inf 1 inf 7 di

Nutzen wir, dass C°(I; X) < LP(I; X) (da A'(I) < o0), so folgt schlieBlich, dass u, — u
in WHP(I; X) (n — o0), d.h. M liegt dicht in WHP(T; X). O
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4.4 Dichte Teilmengen

Theorem 4.22 (Fortsetzung durch Spiegelung)
Seil =(0,T),0<T <00,p,q€[l,o0] und j: X =Y eine Einbettung. Fiiru € LP(I; X)
definieren wir die Fortsetzung durch Spiegelung fiir alle t € 31 := (=T,2T) durch
u(—t) te (-T,0),
(Fru)(t) = < u(t) te[0,T7,
uw(2T' —t) te (1,27).
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) Fr: LP(I; X) — LP(31; X) ist wohldefiniert, linear und stetig.
(it) Fy: LY(1;Y) — LY(3L;Y), fir allev € LY(1;Y) und t € 31 definiert durch
—v(-1) te (=T,0),
(Fr o)) = v(t) te (0,17,
—v(2T —t) te(T,27)),
ist wohldefiniert, linear und stetig.
(ii3) Fr: le’p’q(l; X,Y) — le’p’q(SI;X, Y) ist wohldefiniert, linear und stetig. Insbe-
sondere gilt fiir alle u € le’p’q(l; X,Y), dass

dj]:]u _ dju .
= == LY(I1;Y).
dt ’FI ( dt ) m ( ’ )

Beweis. Zu (i).

1. Wohldefiniertheit: Sei uw € LP(I; X) beliebig, aber fest.

1.1 Bochner-Messbarkeit: Wegen Definition 1.2 existiert eine Folge von einfachen
Funktionen (sp)neny € S(I; X), sodass

sp(t) = u(t) inX (n—oo) firfa.tel.
Mittels einer Fallunterscheidung folgt dann, dass (Frsp)neny € S(31; X) und
(Frsn)(t) = (Fru)(t) in X (n—o0) firfa.te3l,
d.h. Fru € LY(3I; X).
1.2 p-Integrabilitit: Wegen ||u(-)||x € LP(I) folgt aus dem Transformationsatz, dass

| IFE@E =3 [ uol d < o,
31 I

d.h. Fru € LP(3I; X).
2. Linearitdt: Die Linearitdt folgt mit Hilfe einer Fallunterscheidung.
3. Stetigkeit: Fiir alle u € LP(I; X) gilt, dass

1
| Frulle@arx) = 37 [ullLecrx) -
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4 Verallgemeinerte Zeitableitung und Bochner—Sobolev—-Rédume

Zu (ii). Bis auf offensichtliche Anpassungen gehen wir analog zu (i) vor.
Zu (iii). Sei u € le’p’q(l; X,Y) beliebig, aber fest. Der linear induzierte Operator

j: LYI; X) — LY(I,Y) ist eine Einbettung und es gilt ju € WH(I;Y) mit

d(ju) _ dju 1/7.
TR in L°(1;Y). (4.23)

Wegen Lemma 4.21 existiert eine Folge (uy)neny € C™(I,Y), sodass

Uy, — Ju in Wh(I,Y) (n — o0),
(un)e = up — (Ju)e in C°T;Y) (n = ).

Wegen des Hauptsatzes gilt fiir alle n € N und ¢ € C2°(31), dass

0 , 0 dun '
/_T un (=)' (t) dt = u,(0)p(0) + /_T F(—t)tp(t) dt inY,
() dt = [T — [ Y o) de inY
[ w02t = el - [ o ny
2T 2T du
/ un (2T — ) (£) dt = —un (T)(T) + / Lolor —tpydr in Y.
T T

Addition der drei Gleichungen liefert fiir alle n € N und ¢ € CZ°(31), dass

/OT (Frun)(t)¢(t) dt = — /OT Fr (?) ¢ (H)dt inY.

Der anschlieflende Grenziibergang n — oo liefert schlieflich fiir alle ¢ € C2°(31), dass

j(/OT (Fru)(t)¢' () dt> = —/OT.F; (E‘)(t)cp’(t) dt inY.

Insgesamt folgt, dass Fru € le’p’q(iﬂ;X, Y) mit

d; (diu .
E;flu:ff (cit) in LY(31;Y).

Zusammen mit (i), (ii) folgt schlieBlich, dass F: le’p’q(I; X,Y) — le’p’q(?)l; X,Y)
wohldefiniert, linear und stetig ist. O

Mit Hilfe von Fortsetzung mittels Spiegelung (c¢f. Theorem 4.22) kénnen wir nun den
Faltungsgliattungsoperator (cf. Satz 2.15) zu einem Gliattungsoperator fiir den Raum
le’p’q(f; X,Y) fortsetzen.
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4.4 Dichte Teilmengen

Theorem 4.24 (Faltungsglittungsoperator)

Sei I =(0,T),0<T < o0, p,q €[l,00] und j: X =Y eine Einbettung. Wir definieren
den Faltungsglittungsoperator SP': LP(I; X) — C™(R; X) fiir alle u € LP(I; X) durch

St == St Frul; € C®(R; X),
Dann gilt fir alle u € le’p’q(I;X,Y):
(i) Es gilt (§?u)h>0 C C°(R; X) mit supp(g?u) C [-h—=T,2T + h| fiir alle h > 0 und

d; 4 d; Fxu
d%sélu - Sg*’( i

) in LYI;Y)  fir alleheI.

(ii) ||§lu||wj;,p,q(l;x7y) < cllullyrnax vy fiir alle h > 0.
(iii) Falls q,p < oo, dann gilt, dass

Stulp—u  in WPULXY) (h—0).

Beweis. Zu (i). Dass (§?u)h>0 C C§°(R; X)) mit supp(g?u) C [-h—T,2T + h] fur alle
h > 0 folgt aus Satz 2.15. Weiter gilt fiir alle ¢ € C2°(I), dass

i(- [Somsoa)=i(- [( [ IRCTEDRIERED as) ar)

inY,

</31 (dj£1u> (s)wn(t —s) ds> o(t) dt
— /1 ( /R Es; (dj£1u> (s)wn(t — s) ds) (1) dt

99



4 Verallgemeinerte Zeitableitung und Bochner—Sobolev—-Rédume

d.h. es gilt, dass

d; 4 d; Fxu . .
d—ch}Lu =S (Jdt> in LY(1;Y) firallehel.

Zu (ii). Wegen Satz 2.15(ii) und Satz 4.22(i) gilt, dass
HS\?UHLP(I;X) < |85 (Fru)ll o ar,x)

< || FrullLr3r,x)

< cllullzex) -

Des Weiteren gilt wegen (i), Satz 2.15(ii) und Satz 4.22(ii),(iii), dass

dj an ‘ h (dj )
78]’11/ < SI 7]:]U
' dt Li(IY) \a LI(3LY)
<[7 (%)
dt Jllzesry)
< o4 '
dt |l Lagryvy

Zu (iii). Falls p, q € [1,00), dann gilt wegen Satz 2.15(iii)), dass

§?u|1 = Sg](]:[u)h — Frulr = u in LP(I; X)
d~u d~u

_sh (74" - (v
~a(# ()], - A ()

d.h. es gilt, dass §?u|1 — u in le’p’q(l; X,Y) (h—0).

d; »
d—iS}Lu

dju
== in LY(I;Y
s dt m ( ’ )
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5 Gelfand-Dreier und verallgemeinerte
partielle Integrationsformel

5.1 Gelfand-Dreier

Definition 5.1 (Gelfand-Dreier)

Falls V' ein Banach-Raum ist, H ein Hilbert-Raum und i: V — H eine dichte Einbettung,
d.h. R(i) liegt dicht in H. Dann heifst das Tripel

(V. H,1)
Gelfand-Dreier (oder Gelfand-Tripel, Fvolutionstripel).

Satz 5.2 (iiber Gelfand-Dreier)
Sei (V, H,1i) ein Gelfand-Dreier. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) Der adiungierte Operator i*: H* — V*, definiert durch

(i*(h*),v)y = (h*,i(v))y  fir alle h* € H*,veV,

ist eine Finbettung.
(i1) Die kanonische Einbettung e :==i* o Roi: V — V*, wobei R: H — H* den Riesz-
Isomorphismus bezeichnet, erfillt

(e(w),v)y = (i(u),i(v))g  fir alle u,v € V.
Insbesondere gilt:
v gLy
(11i) Falls V reflexiv ist, dann ist e: V. — V* eine dichte Einbettung.

Beweis. Zu (i).

1. Linearitdt und Stetigkeit: Dai: V — H linear und stetig ist, ist auch der adiungierte
Operator ¢*: H* — V* linear und stetig.

2. Injektivitit: Sei h* € ker(i*), d.h. fiir alle v € V gilt, dass

0= (@@"(h"),v)y = (h*,iv)g .
Wegen der Dichtheit von R(i) in H folgt weiter, dass fiir alle h € H gilt, dass 0 = (h*, h) g,
d.h. h*=01in H*.
Zu (). Fir alle u,v € V gilt, dass
(e(u), v)v = (R(i(u)),i(v))m = (i(u),i(v))n -
Zu (iii). (Ubung). O
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5 Gelfand-Dreier und verallgemeinerte partielle Integrationsformel

Beispiel 5.3
Sei Q CR?, d € N, ein beschrinktes Gebiet. Dann gilt:
(i) (V,H,i) = (WOLZ(Q),LQ(Q),idWOM(Q)) ist ein Gelfand-Dreier, denn
o i =idyl?q: WOI’Q(Q) — L%(Q) ist eine Einbettung;
o R(i) = W,2() liegt dicht in L*(Q), da C(Q) € W, *(Q) dicht in L*(Q) liegt.
(i) (V,H,i) = (Wol’p(Q),LQ(Q),idWDLP(Q)), P2 %, ist ein Gelfand-Dreier, denn
o i=idyl*q): Wol’z(Q) — L2(9) ist eine Einbettung fiirp> % (= ddfpp >2 firp<d);
e R(i)= Wol’p(Q) liegt dicht in L?(2), da C°(Q) C Wol’p(ﬂ) dicht in L*(Q) liegt.
(iii) (V,H,i) = (Wol’p(Q) N LQ(Q),L2(Q),idWOLP(Q)), p > 1, ist ein Gelfand-Dreier, denn
o i =idwlr@)nL2(©): Wol’p(Q) N L2(Q) — L*(Q) ist eine Einbettung;
o R(i) = WyP(Q) N LA(Q) liegt dicht in L2(Q), da C°(Q) € WyP(Q) N LA(Q) dicht
in L?(Q) liegt.

Lemma 5.4
Sei (V, H,i) ein Gelfand-Dreier und p € (1, 00).
Dann sind fiir u € LP(I; V) und w € L (I; V*) die folgenden Aussagen iquivalent:
(i) w € WEPP (I, V,V*) mit
deu
dt
(i) Fiir alle v € V und ¢ € CX(I) gilt, dass

- / (i(u(®)). i(0)) (1) dt = / (w(t), vhvp(t) dt

I 1

=w in LY (I; V).

Bemerkung 5.5
In Lemma 5./ (i) kann v € V' durch v € D, wobei D dicht in V liegt, ersetzt werden.

Beweis (von Lemma 5.4). Laut Definition 4.1 ist (i) dquivalent dazu, dass fiir alle ¢ €
C(I) gilt, dass

e<—/]u(t)<p’(t) dt) = /]w(t)go(t) dt inV*.

Dies ist wieder dquivalent dazu, dass fiir alle ¢ € C2°() und v € V gilt, dass

<e< _ /Iu(t)go'(t) dt),v>v _ </Iw(t)g0(t) dt,v>v.

Da (e(-),v)y € V* und (-,v)y € V** fir alle v € V, ist Letzteres wegen Satz 1.21
dquivalent dazu, dass

- [etw@ove®ar= [ i, avewa.
I

I
Wegen Satz 5.2(ii) ist Letzteres wiederum &dquivalent zu (ii). O
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5.2 Verallgemeinerte partielle Integrationsformel

Theorem 5.6 (Verallgemeinerte partielle Integrationsformel)
Sei (V, H,i) ein Gelfand-Dreier, p € (1,00) und I == (0,7), 0 < T < 0.

Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) Fliir jedes u € Wel’p’pl(l; V,V*) hat die Funktion iu € LP(I; H), definiert durch
(iu)(t) =i(u(t)) i H firfa tel,
einen stetigen Reprisentanten i.u € CO(I; H). Insbesondere ist die resultierende

Abbildung i.: Wel’p’p/(l; V,V*) = C%(I; H) eine Einbettung.
(i) Fiir alle u,v € WpP (L;V,V*) und t,t' € T mit t' <t gilt, dass

/t,t <d5:(s),v(s)> ds = [((icu)(s),(icv)(s))H]ZZ; - /t,t <d5:(s),u(s)> ds.

\%4 \%4

Korollar 5.7
Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 5.6.
Dann gilt fiir alle u € Wel’p’p,(l; V,V*) und t,t' € T mit t' <t, dass
b/ deu L. L,
[ (S us))as = SOl - 516l

Beweis (von Korollar 5.7). Nutze Theorem 5.6 im Fall v = u. O

Beweis (von Theorem 5.6). Zu (i).

1. Wohldefiniertheit von i.:Seiu € Wel’p’p/ (I; V, V™) beliebig, aber fest. Wegen Satz 4.24
(iii) existiert eine Folge (u,)neny € C(I;V), sodass

Up —u  in WHPP(LV, V¥ (n— o0).

3 (1) = it ) = (i Gr) =G ) it = )

- <e<%“t"(t)> - 6<dutk(t)>aun(t) - Uk(t)>v

dety, deu
= < T (t) — =<2 (t), un(t) — Uk(t)> ;

wobei wir im zweiten Gleichheitszeichen Satz 5.2(ii) und im dritten Gleichheitszeichen
Korollar 4.9 ausgenutzt haben.
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Mit dem klassischen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt dann fiir alle
k,ne€Nund t,t' € T mit ¢ <t, dass

s=t

t

e n e 1 . .
) (S50 = S (o) =) ) ds = |Gl son( ]|
Mit der Holder’schen Ungleichung (cf. Satz 2.3) folgt weiter fiir alle k,n € N und ¢,/ € T
mit ¢ < t, dass

i (un (£)) = iur () < lliun(t)) = i(ue )

deu, deug

dt - dt Lp’(I;V*)Hun - ukHLp(I;V)

< Niun(#) = i (@D +2Mn = wellrn

+2

Nutzen wir dann, dass va + b < y/a+ Vb fiir alle a,b > 0, und Bilden wir den Mittelwerj
% i) I% dt’ in der resultierenden Ungleichung, dann erhalten wir fiir alle k,n € Nund ¢ € I,
dass

. : 1. .
Jin () — ()t < it = sty + V2 = 0l e
S c ||un - ukHWGl’p’p/(I;V,V*) ’

wobei wir in der zweiten Ungleichung ausgenutzt haben, dass i: LP(I; V) — LY(I; H) (we-
gen p>1 und der Stetigkeit von i:V — H) stetig ist (cf. Korollar 2.2(iii), Korollar 2.4(i)).
Bilden wir das Maximum beziiglich ¢ € I auf der linken Seite, dann folgt fiir alle k,n € N,
dass

liwn = dunllog @,y < €llun = unllyy w1y -

Da (un)nen € WaPP (I, V, V*) eine Cauchy-Folge ist, muss auch (iu,)nen € Cy (I; H)
eine Cauchy-Folge sein. Da C°(I; H) = CP(I; H) (cf. Bemerkung 1.24) ein Banach-Raum
ist (cf. Satz 1.26), existiert daher ein i.u € C°(I; H), sodass

i, — dcu  in COUTH) (n— o0).

Da CO(I; H) < LP(I; H) und i: LP(I;V) — LP(I; H) stetig ist (cf. Korollar 2.2(iii)) gilt
insbesondere, dass

WUy, — U in LP(I; H) (n — o0),

Uy, — U in LP(I; H) (n — 00).

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes zeigt dann, dass i.u € CO(I; H) ein stetiger Reprisen-
tant von u € WhP (I; V,V*) ist. Da hochstens ein stetiger Repréisentant existieren kann,
ist die Abbildung i.: WAPP (I;V,V*) — C°(T; H) wohldefiniert.

2. Injektivitit von i.: Folgt aus der Injektivitdt von i: V — H.
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5.2 Verallgemeinerte partielle Integrationsformel

3. Stetigkeit von i.:Seiu € Wel’p’p/(l; V, V*) beliebig, aber fest. Analog zum vorherigen
Vorgehen (mit “u, = 0”) folgt fur alle n € N, dass

||Zun||CS(T7H) S c ||unHWel’p’pl(I;V7V*) .
Im Grenziibergang n — oo folgt dann, dass
||Zcu||0g(T7H) S c ||u”Wel’p’p,(I;V7V*) 9

d.h. die Abbildung i.: WoPP (I;V,V*) — CO(T; H) ist stetig.
Zu, (ii). Seien u,v € WAPP (I V, V*) beliebig, aber fest. Wegen Satz 4.24(iii) existieren
Folgen (un)nen, (Vn)neny € C°(I; V), sodass

Up = U in WhPP' (I, V,V*) (n — o),
Up —> U in WhPP (I, V,V*) (n — ).
Aus (i) folgt dann unmittelbar, dass
WUy, — GeU in C°(T; H) (n — 00),
iUy, — iV in C°(T; H) (n — 00).

Fiir alle n € N und t,t' € I gilt, dass

/t, t <d§,f"<s>,vn<s>> ds = [((iun)(s), (ivn) ()] 22} - / t <d§t’" (s), un<s>> as.

\%4 \%4

Im Grenziibergang n — oo folgt dann fiir alle ¢, t' € I,

[ {%0.0) as= (G o)) - [ (Eu) @ o

1% 1%
Theorem 5.6(i) sichert die Wohldefiniertheit der folgenden Anfangswertaufgabe:

Definition 5.8 (Evolutionsgleichung)
Sei (V, H,1i) ein Gelfand-Dreier, p € (1,00) und I == (0,7), 0 < T < 0.

Weiter sei (f,ug) € LP (I; V*)xH ein Paar von Daten und A: whp (I; V, V)= LV (I; V*)
ein (maglicherweise nicht-linearer) Operator. Dann heifit die Anfangswertaufgabe, die nach
einer Funktion u € WPt (1; V,V*) sucht, sodass
d /
§:+Au:f in LY (I, V¥,
(icu)(0) =uo  in H,

(EG)

Evolutionsgleichung. Hierbei ist i.u€ C°(I; H) der stetige Reprisentant aus Theorem 5.6(i).

Das néchste Kapitel widmet sich Fragen der Losbarkeit der Evolutionsgleichung (EG).
Genauer untersuchen wir den Operator

d, T , ,
(dt A %«)(0)) WP (LV,V) = LY (V) < H

auf Eigenschaften wie (Demi-)Stetigkeit, Surjektivitit, Injektivitéit, Existenz einer Inversen
(d.h. eines Losungoperators zu (EG)) sowie deren Stetigkeitseigenschaften.
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6 Instationare Existenzsatze

6.1 Bochner-Nemyckii-Operatoren

In Anwendungen werden Operatoren A: LP(I; X) — L9(I;Y) in der Regel durch die
Vorschrift

(Au)(t) = A(t)(u(t)) inY firfa.tel,

definiert. Hierbei ist A(t): X — Y, t € I, eine zeitabhéngige Familie von stationiren
Operatoren, die meistens durch ein instationires Problem motiviert ist. Da nicht alle
Operatoren zwischen Bochner—Lebesgue-Rdumen durch solche zeitabhéngige Familie von
stationdren Operatoren gegeben ist, erhalten diese eine eigene Bezeichnung.

Definition 6.1 (Induzierte Operatoren)

Ein Operator A: Abb(I; X) — Abb(L;Y) heifit durch eine Familie von Operatoren
A(t): X =Y, t € I, induziert, falls fiir alle u € Abb(I; X) gilt, dass

(Au)(t) = A(t)(u(t)) nY  firfa tel. (6.2)

Definition 6.3 (Carathéodory- und Majoranten-Bedingung)
Seien p,q € [1,00). Dann geniigt eine Familie von Operatoren A(t): X — Y, t €I, der
(i) Carathéodory-Bedingung, falls
(i.a) A(t): X = Y fir f.a. t € I demi-stetig ist, d.h. fir f.a. t € I folgt fiir eine
Folge (zp)neny C X und ein Element x € X aus

xn—2x inX (n—o0),
dass
Alt)x, = Alt)r  inY (n— o00).

(i.b) A(-)x: I =Y fiir alle x € X Bochner-messbar ist.

(ii) (p,q)-Majoranten-Bedingung, falls eine Konstante o > 0 und eine Funktion 8 € L1(T)
mit B >0 f.i. in I existieren, sodass fiir f.a. t € I und x € X gilt, dass

IA®lly < a 2]l + B(2).
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6 Instationidre Existenzsatze

Bemerkung 6.4

Falls Y separabel ist, dann ist Definition 6.3(i.b) wegen dem Satz von Pettis (cf. Ko-
rollar 1.52) dquivalent dazu, dass (y*, A(-)x)y: I — R fir alle y* € Y* und x € Y
Lebesgue-messbar ist.

Das folgende Lemma zeigt, dass Bochner-Messbarkeit stabil unter der Caratheodory-
Bedingung ist.

Lemma 6.5 (Bochner-Messbarkeit stabil unter Caratheodory-Bedingung)

Geniigt die Operatorfamilie A(t): X — Y, t € I, der Caratheodory-Bedingung (cf. Defini-
tion 6.5(i)), dann ist der induzierte Operator A: L°(I; X) — L°(I;Y) wohldefiniert.

Beweis. Sei u € L°(I; X) beliebig, aber fest. Laut Definition 1.2 existiert eine Folge von
einfachen Funktionen (sp)neny C S(I; X), d.h. s,(t) = Zfﬁl x}xpr(t), wobei k, € N,
at € X,i=1,...,k,, und B» C I, i=1,...,kg, Lebesgue-messbar mit \}(B?) < oo
und BN B} = 0 fiir i # j, sodass

Sp(t) = u(t) inX firfa.tel.
Da A(t): X — Y fiir fa. t € I demi-stetig ist, folgt, dass
(Asp)(t) = A(t)(sn(t)) = At)(u(t)) = (Au)(t) inY firfa tel.

Nach Voraussetzung gilt, dass A(+)s? € LO(I;Y) fiir alle i = 1,..., k,, n € N, sodass

kn
A()sn() =Y xBr()AC)s) + Xpin pn(DA()0 € LULY)  fiir alle n € N.
=1

i=1 "1

SchlieBlich liefert Korollar 1.37, dass Au € LY(I;Y). O

Das folgende Lemma zeigt, dass Bochner-Integrierbarkeit stabil unter der Majoranten-
Bedingung ist.

Lemma 6.6 (Nemyckii-Operator)

Gendtigt die Operatorfamilie A(t): X — Y, t € I, der Caratheodory- (cf. Definition 6.3(i))
und der (p,q)-Majoranten-Bedingung (cf. Definition 6.3(ii)), dann ist der induzierte
Operator A: LP(I; X)) — Li(1;Y) wohldefiniert, beschrinkt und demi-stetig. Insbesondere
gilt fir alle w € LP(I; X), dass

Y
[Aull Lacryy < ellullzog.x) + 18l zeqr) -

Falls zusdtzlich A(t): X =Y fir f.a. t € I stetig ist, dann ist der induzierte Operator
A: LP(I; X) — LYI;Y) stetig.
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6.1 Bochner-Nemyckii-Operatoren

Beweis. 1. Wohldefiniertheit und Beschrinktheit: Sei u € LP(I; X) beliebig, aber fest.
Aus Lemma 6.5 folgt, dass Au € L(I;Y), sodass nur die g-Integrierbarkeit zu priifen bleibt.

Wegen 1 1
(fracuens as)” < ([ (aluf+56) as)’

p
<o ||“Hzp(1;x) + ||5”Lq(1) )

wobei von der Minkowski-Ungleichung und von ||u(-)||x € LP(I) (cf. Definition 2.1)
Gebrauch gemacht wurde, ist Au € LY(1;Y), d.h. A: LP(I; X) — Li(I;Y) wohldefiniert.
Insbesondere folgt damit auch schon die Beschranktheit von A: LP(I; X) — L4(1;Y).

2. Demi-Stetigkeit: Sei (up)nen € LP(I;X), sodass up, — w in LP(I; X) (n — 00).
Wegen Korollar 2.8 existiert eine Teilfolge (ng)reny € N, sodass

Up, (t) > u(t) iInX (k—o0) firfatel.

Fiir alle g € L7 (I; Y*) gilt dann wegen der Demi-Stetigkeit von A(t): X — Y fiirfa.t € I,
dass

(9(8), AW ()))y = (9(0), A (u(t))y (k- o0) fir La. te .

Fiir beliebiges Lebesgue-messbares B C I gilt mit der Holder-Ungleichung (cf. Satz 2.3)
analog zur obigen Abschitzung, dass

/B [g(8), AW wny Oy 1t < gl ye)

X B AU, HLLZ(I;Y)

p
< 19l (@ st By + IxoBlliecn )

Da 8 € L9(I) und (|Jun, (-)|I% )ken € L*(I) als konvergente Folge im klassischen Sinn gleich-
gradig integrierbar sind und die Lebesgue-messbare Menge B C I beliebig gewéhlt war,
ist auch

((9(), AC Y, ())y )ren S L)

im klassischen Sinn gleichgradig-integrierbar. Zusammen mit fast iiberall punktweisen
Konvergenz liefert nun der klassische Konvergenzsatz von Vitali (¢f. [Els09, Kap. VL., §5,
Satz 5.6, S. 262]) unter Beachtung der Darstellung der Dualitét in Bochner-Lebesgue-
Réumen geméfl Theorem 3.2, dass

(Ryg, Aup,, — Au) ra(r,y) = /I (9(t), At)un, (1) — A(s)u(t))y dt =0 (n — 00).

Da diese Argumentation fiir alle Teilfolgen gilt, ist Au € L9(I;Y") schwacher Hiufungspunkt
jeder Teilfolge von (Aup)neny € L(I;Y). Das Teilfolgenkonvergenzprinzip (cf. [Zei93,
Prop. 10.13(1)]) liefert nun die schwache Konvergenz der gesamten Folge, d.h.

Au, = Au in LYLY) (B — 00).
3. Stetigkeit: (Ubung). O
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6 Instationidre Existenzsatze

6.2 Instationdares Lemma von Lax—Milgram

In diesem Abschnitt beweisen ein instationéres Analogon des Lemmas von Lax—
Milgram'?. Der Vollstéindigkeit halber wiederholen wir zunschst dessen Aussage.
Lemma 6.7 (von LAX-MILGRAM, 1954)

Sei V' ein Hilbert-Raum und A:'V — V* ein linearer Operator, der den folgenden Beding-
ungen gentgt:
(i) Beschrinktheit: Fs existiert eine Konstante o > 0, sodass fir alle v € V' gilt, dass

[Av]| < affollv;
(ii) Koerzivitét: Es existiert eine Konstante p > 0, sodass fir alle v € V' gilt, dass
(Av,0)v > pllv]l? .
Dann ist A: V. — V* ein Isomorphismus.
Die Aussage des instationédren Analogons ist die folgende:

Theorem 6.8 (Instationdres Lemma von Lax—Milgram)
Sei (V, H,1i) ein Gelfand-Dreier, wobei V' separabel und reflexiv ist, und I = (0,T),0<T < 0.

Sei weiter A(t): V. — V*, t € I, eine Familie von linearen Operatoren, die den folgenden
Bedingungen geniigt:
(i) Carathéodory-Bedingung: A(t): V — V*, t € I, geniigt der Carathéodory-Bedingung
(cf. Definition 6.5(i));
(ii) (2,2)-Majoranten-Bedingung: (cf. Definition 6.3(ii)) Es existiert eine Konstante
a > 0 und eine Funktion 8 € L*(I;R>q), sodass fiir f.a. t € I und alle v € V gilt,
dass

[A@)ollv- < allollv +B(2),

d.h. insbesondere ist A(t): V. — V* fir f.a. t € I beschrinkt/stetig;
(ii) (2-)Semi-Koerzivitit-Bedingung: FEs existieren Konstanten p > 0, £ > 0 und eine
Funktion \ € L'(I), sodass fiir f.a. t € I und alle v €V gilt, dass

(A)v,v)v = pllolly = w vl + A) -

!Peter David Lax, geb. 1926 in Ungarn. Lax promovierte bei Friedrichs und ist Professor am Courant
Institute of Mathematical Sciences in New York. Er arbeitet zur Analysis und Numerischen Ana-
lysis partieller Differentialgleichungen und befasst sich insbesondere mit den Grundgleichungen der
Stromungsmechanik. Von 1979 bis 1980 war Lax Président der American Mathematical Society.

2Arthur Norton Milgram, geb. 1912, gest. 1961 in Minnesota. Milgram promovierte 1937 in Pennsylvania
und war Professor in Notre Dame, Princeton, Syracuse und Minnesota. Er arbeitete an Fragen der
Topologie, Algebra und Funktionalanalysis. Bekannt ist Milgram auch fiir die Herausgabe eines
Klassikers zur Galois-Theorie auf der Grundlage von Vorlesungen von Artin.
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6.2 Instationédres Lemma von Lax—Milgram

Dann existiert zu jedem Paar von Daten (f,ug)' € L>(I;V*)x H einu € Wel’2’2(I; V,V*),
sodass
d
(;:—I-Au:f in L2(I; V),

(tcu)(0) =ug in H.

Falls A =0, dann ist die Lisung eindeutig bestimmt und hdngt stetig von den Daten ab.
Mit anderen Worten: falls A = 0, dann ist der lineare Operator

d, T
<dt + A, ic(-)(0)> WALV, VY = L2(LV*) x H,

ein Isomorphismus.

Beweis. 1. Ezistenz: (mit Hilfe einer Galerkin-Approximation)

1.0 Reduktion auf triviale rechte Seite: Wir konnen ohne Beschrénktheit der Allgemein-
heit annehmen, dass f = 0 in L?(I; V*). Sonst betrachten wir die verschobene Familie von
Operatoren A(t) := A(t) — f(t): V — V*, ¢ € I, die dieselben Eigenschaften hat (Ubung).

1.1 Konstruktion der Galerkin-Approximation: Wegen der Separabilitéit von V', exis-
tiert eine abzéhlbare dichte Teilmenge {v,, | n€N}. Dai: V — H eine dichte Einbettung ist,
ist {iv, | n € N} ebenfalls dicht in H. Wir kénnen ohne Beschrinktheit der Allgemeinheit
annehmen, dass {iv, | n € N} in H auch orthonormal ist. Sonst gehen wir einfach mit
Hilfe des Gram—Schmidt-Orthonomalisierungsverfahrens zu einer Orthonormalbasis iiber.
Als Néchstes definieren fiir alle n € N die endlich-dimensionalen Réume

Vo =A{v1,...,n} und H, = {iv,...,iv,}.

Dann gilt:

o V, CVyr1 CV fiirallen € N;
dim(V},) = n fur alle n € N;
Unen Vi liegt dicht in V;
(Vi Hy, iy == 1]y, ) ist ein Gelfand-Dreier mit kanonischer Einbettung (cf. Satz 5.2(ii))
en =150 Ry, oin: Vy, — (V)"

Dann suchen wir fiir alle n € N eine Galerkin-Lésung (GL) u, € We*(I; Vi, (Vi)*)
zum folgenden Galerkin-System (GS):

de, un = iir alle 2(r;
[{Em0e®) are [ A0 el it=0  fir e gy € 123V,
(tcun)(0) =g  in Hy, (GS)

wobei i%: We2(I; Vi, (Vi)*) — C°(T; Hy,) die Einbettung aus Theorem 5.6(i) ist und die
Approximation des Anfangswerts uy € H durch eine Fourier—Reihe realisiert wird, d.h.

n

ug = Z (ug, tvg) givg € Hy, .
k=1

Insbesondere gilt dann (cf. [Zei90])

uyg —up inH (n—o0) und suplluglle < |wollm- 71
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6 Instationidre Existenzsatze

1.2 Existenz von Galerkin-Ldsungen:

1.2.1 Aquivalentes System von gedhnlichen Differentialgleichungen: Eine Funktion u,, €

W21V, (V)*) ist eine Galerkin-Losung (GL)) (d.h. 16st das Galerkin-System (GS))
genau dann, wenn (Ubung) u, € AC(I;V;,), von der Form

Uy = Z o, € AC(T; Vi),
k=1
wobei ol € AC(I), k=1,...,n, und & == (af,...,a?)T € AC(I;R") das System von
gewOhnlichen Differentialgleichungen
da™
dt
a"(0) = ((uo,1vi)H)i=1,....n »

wobei f7: I x R® — R™, fiir alle (t,a)" € I x R™ durch

f"(t,a) = << — A(t)(Zakvk>,vi> )
k=1 V/i=1l,..n
definiert ist.

1.2.2 Kurzzeitexistenz von Losungen: Wegen der Carathéodory-Bedingung (cf. Defini-
tion 6.3(i)) ist die Funktion f": I x R™ — R™ eine Caratheodory-Funktion, d.h.

o f"(-,a): I — R™ ist Lebesgue-messbar fiir alle o € R™;

o f"(t,-): R — R™ ist stetig fiir f.a. ¢t € I;
und erfiillt wegen der (p,p’)-Majoranten-Bedingung eine lokale Majoranten-Bedingung,
d.h.

e Fiir jede kompakte Teilmenge K C R™, existiert eine Funktion h, € L'(I), sodass

= f"(.. a" fi.in I
Fra)  fiin, (GS.0DE)

sup |f"(t,a)| < hy(t) firfa.tel.
acK

Der lokale Existenzsatz von Carathéodory (cf. [Hal80]) liefert einen maximalen Existenz-

zeitpunkt T, € (0,7] und eine maximale Losung a” = (af,...,a?)": [0,T},) — R",

die lokal absolut stetig ist, sodass des Systems von gewohnlichen Differentialgleichungen
(GS-ODE), d.h.

da™

dt

a"(0) = ((uo, k) H)k=1,..,n -

= f"(-,a") ae.in (0,7,), (6.9)

1.2.2 Langzeitexistenz von Lisungen: Angenommen T, < T. Sei t € [0,T,) beliebig,
aber fest. Dann gilt fiir die Funktion

Up = Zaﬁ v € AC([0,t]; Vi),
k=1
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6.2 Instationédres Lemma von Lax—Milgram

dass u, € We22(0,¢; Vi, (Vi,)*) und fiir alle ¢, € L2(0,t,V,,) gilt, dass

/0 <(E;"(t)7son(t)>v dt+/0 (AW (un (1)), on(t))v dt = 0 fir alle o, € L2((0,1); Vi) ,

(tcun)(0) = ug in H, . (GS-lokal)

Wiéhlen wir im lokalen Galekin-System (GS-lokal) als Testfunktion ¢, = unX[o,s €
LP((0,t); Vy,), wobei s € [0, t] beliebig ist, so erhalten wir mit der verallgemeinerten parti-
ellen Integrationsformel (cf. Theorem 5.6(ii)) und der gleichméBigen (2-)Semi-Koerzivitét
von A(t): V. — V* t e, fir alle n € N, dass

0= /OS <d€£:" (T),un(7)>vn dr + /OS (A(T) (un (7)), un(7))v dT

> S (5) B = i) O) s

+p /0 [un(T)|3 dT — & /D i ()13 d7 —/O A(T)dr.
Zusammen mit (ifuy)(s) = (icun)(s), (ifuy)(0) = vy in H und sup,,cy |ug ||z < ||uoll &
folgt daraus, da s € [0, ¢] beliebig war, fiir alle s € [0, ], dass

1

, s 1 s
2||(Zcun)(8)\?q+ﬂ/0 Hun(T)II%/dTS2||Uo|!?1+MIIL1(z)+f<&/O [ Giun) (7)1 ds

1
< S lluollir + 1My

! /05 ZH(;‘(%un)(T)H%I +p /DT lun (¥ dn) dr.

Die Gronwall’sche Ungleichung (c¢f. [Emm04, Lemma 7.3.1, S. 180]) angewendet auf die
Funktionen f,, € C°([0,1]), n € N, fiir alle n € N definiert durch

1

fn(s) = Qll(icun)(S)II% +u /0 lun(7)} d7 fiir alle s € [0,1],

liefert dann fiir alle s € [0, ¢], dass

1,,. 5 1
it @+ [ () ar < (Glualls + Nl ) expea).
Mit anderen Worten gilt fiir alle n € N, dass

llictnlloo0,4;mr) < \/(HUOH%{ + 2| Ally(r)) exp(26T) ,

1 1
lunllL2(0,0:v) < \/<2M lJuoll3 + m H/\HL1(1')> exp(2kT) .

Insbesondere folgt aus der ersten Ungleichung, dass

lim sup |an(t)| < ¢, limsup ||]Cun(t)||H <0o0.
t—)Tn t—>Tn

Der Satz tiber das Randverhalten maximaler Losungen liefert dann, dass 7,, = T.
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6 Instationidre Existenzsatze

1.3 A priori Abschitzungen: Wihlen wir im (globalen) Galerkin-System (GS) als Test-

funktion ¢, = upX € LP (I; V) fiir alle n € N, wobei ¢ € I beliebig ist, so erhalten wir
mit demselben Vorgehen wir im vorherigen Schritt, dass fiir alle n € N gilt, dass

lictunllcprsen < /ol + 2 M agry) exp(26T),

1 1
allizcran < o [ = lluoll2 + = |IA 2T .
Ju ||Lz<m_\/ (55 ool + & 1110 ) exp(ze)

1.4 Schwache Konvergenz der Galerkin-Losungen: Da L?(I; V) reflexiv ist (c¢f. Theo-
rem 3.3), existiert eine Teilfolge, die wir der Einfachheit nicht umbenennen, und eine
Funktion u € L?(I;V), dass

u, —=u in LXI;V) (n— o00). (6.10)

Da A: L?(I;V) — L*(I;V*) linear und stetig ist (¢f. Lemma 6.6), d.h. insbesondere
schwach stetig, folgt aus (6.10) weiter, dass

Aup, = Au  in L2(I;V*)  (n — o0). (6.11)

1.5 Grenziibergang im Galerkin-System: Sei v € Vi, wobei k € N beliebig ist, und
o € C°°(I) mit o(T) = 0. Wegen V,, C V,, 11 fiir alle n € N gilt, dass v € V,, fiir allen € N
mit n > k. Insbesondere gilt, dass vy € L?(I;V,,) fiir alle n € N mit n > k. Withlen wir
im Galerkin-System (CS) als Testfunktion ¢, = vy € L2(I;V,,) fiir alle n € N mit n > k,
so erhalten wir nach anschliefender (verallgemeinerter) partieller Integration (c¢f. Theorem
5.6(ii)), dass

[ i) 001 900t = (0100000 + [ (A0 a6 Dy 1)

I

Im Grenziibergang n — oo erhalten wir unter Beriicksichtigung von (6.10) und (6.11),
dass

/ ((Gu) (t), i0) i @'(1) dt = (o, iv) rep(0) + / (A(t)(u(t)), v)v o(t) dt.

1 1

Hier haben wir insbesondere ausgenutzt, dass (6.10) wegen Satz 2.2(ii) impliziert, dass
ity — du in LP(I; H) (n — 00). Da v € Vi, und k € N beliebig waren und [J,,cy Vi dicht
in V liegt, folgt fiir alle v € V und ¢ € C*°(I) mit ¢(T") = 0, dass

/ () (t), i0) @' (1) dt = (o, iv) rep(0) + / (A(t)(u(t)), v)v o(t) dt.

I I
Da letztere Identitét insbesondere fiir alle ¢ € C2°([) gilt, folgt zusammen mit Lemma 5.4,
dass

deu

w € WH22(L,V,V*)  mit - =—Au i LA(I; V™).
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Mit der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Theorem 5.6(ii)) erhalten wir
auBerdem fiir alle v € V und ¢ € C*°(I) mit »(0) = 1, dass

((icu)(0) = uo, iv)g =0,

wobei i.u € CO(I; H) der stetige Repriisentant aus Theorem 5.6(i) ist. Da R(i) dicht in
H liegt, folgern wir daraus, dass (i.u)(0) = up in H. Insgesamt haben wir also gezeigt,

dass u € W>2(I; V,V*) mit einem stetigen Reprisentanten i.u € C°(T; H) und
de
df FAu=0 in LA(L; VY,

(icu)(0) =up in H.

2. Stetige Abhingigkeit: Seien f;€ L*>(I;V*), i=1,2, und u} € H, i=1,2. Seien weiter
u; € Wel’2’2(l; Vi V*),i=1,2, sodass

deu; . 2
i = Ji L I; V* s i
dt +Au = ] in L ) firi=1,2.

(icui ) (0) = ul in H,
Definieren wir w := uq—ug € Wel’2’2(f; ViV*), 9= fi—f2 € L*(I;V*) und wy = u}—ud €
H, dann folgt wegen der Linearitit des Operators A: L2(I; V) — L2(I;V*), dass

dg:’ FAw=g in L2(I; V"),

(icw)(0) = wyo in H.

Insbesondere folgt dann mit Hilfe der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf.
Theorem 5.6(ii)) und der (2-)Semi-Koerzivitit von A(t): V — V* t € I, fiir alle t € T,
dass

t t/ dow t
[t as =[S} ase [ AE ). u)
> 2 liew) DI — g lwolly
t 5 t » 9
o[ ol s = [ 6]

Mit der e-Young Ungleichung (d.h. ab < 4%&2 +¢b? fiir alle a, b > 0 und € > 0, cf. [Emm04,
Satz A.1.1, S. 269]) folgt weiter im Fall € = §, dass

ot wtsnvas < [ o) )y ds
0 0

2 [t 2 I ! 2
< — [ lg()llveds+5 [ flwls)]yds.
mJo 0
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6 Instationidre Existenzsatze

Zusammen folgt dann fiir alle ¢t € I, dass

1. wo [ 1 2 v
S Gcw) DIl + 5 /0 ()} ds < Flwollf + 2 gl e + /0 | Giw)(s)17 ds

1 2
< 5”“’0\@1 + " gl 72
e 2 M7 2
+ 2k / <2H(W})(3)HH t3 / [[w ()5 d7'> ds.
0 0

Die Gronwall’sche Ungleichung (c¢f. [Emm04, Lemma 7.3.1, S. 180]) liefert dann, dass

licwllcpray </ Ulwollf + 2 l1gl1727,y)) exp(26T) ,
b ( ) )

2 2
lwllzaqravy < \/ (2 ool + 2 Lol - ) expiznr).

Wir haben also gezeigt, dass

licws — icualleperny < /(b = w1 + 2171 = foll3agyyey) exp(2RT)

2 2
Jus — el 2y < \/ (2 ud = 0815, + 211 = Fallay ) exp2nT).

Da auBerdem A: L?(I; V) — L?(I; V*) linear und stetig ist (cf. Lemma 6.6), folgt

d.h. die Losung hingt stetig von den Daten. Dies impliziert auch unmittelbar die Eindeu-
tigkeit der Losung im Fall A = 0. O

deus . deus
dt dt

< L= follZarye + Mur — Ausl 21 v+
L2(LV*)

<|f1 = follizyey + 1Al czavyzayey v = vall 2y
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Als Anwendung des instationdren Lemmas von Lax—Milgram (c¢f. Theorem 6.8) erhalten
wir die schwache Losbarkeit der instationéren Wirmeleitungsgleichung, welche nach einer
zeitlichen Warmeentwicklung w: [0,7") x £ — R sucht, sodass

ou—Au=f in (0,7) x £,
u=20 auf (0,7") x 092,
u(0,-) = ugp in Q.

Korollar 6.12 (Wirmeleitungsgleichung)
Sei Q CRY, d € N, ein beschrinktes Gebiet und I = (0,T), 0 < T < oo.

Dann existiert zu einem beliebigen Paar von Daten (f,uq) € L*(I; (W012(Q))*) x L2(£2)
ein eindeutiges u € Wo 2 (I; Wol’2(Q), (W012(Q))*) mit einem stetigen Reprdsentanten
u. € C°(I; L3(Q)), sodass
de _
aAu=f i L WRQ)),
uc(0) = ug in L*(Q),

(6.13)

wobei A: L2(I; Wy * () — LA(I; (Wy 2 (Q))*), fir alle v € L2(I; Wy(Q)) definiert durch
(Av)(t) == A(v(t)) in (Wy*(Q)*  fir fa. tel,

den instationdren schwachen Laplace-Operator bezeichnet, wobei A: W01’2 Q) — (W&’Q(Q))*,
fir alle v,w € WOI’Q(Q) definiert durch

(Av,w>W1,2(Q) = / Vv - Vwdz
0 Q

den (stationdren) schwachen Laplace-Operator bezeichnet.

Bevor wir Korollar 6.12 beweisen, wollen wir noch &quivalente Formulierungen zur
Evolutionsgleichung herleiten.

Bemerkung 6.14 (Aquivalente schwache Formulierungen zu (6.13))
Die folgenden schwachen Formulierungen sind dquivalent zur Evolutionsgleichung (6.13):

(i) Punktweise Formulierung: Die Evolutionsgleichung (6.13) ist dquivalent dazu, dass

deu
dt

() + Alu(®) = 1) in (W@ fiir fa. tel,
uc(0) = ug in L*(Q),
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6 Instationidre Existenzsatze

(i) Schwache Formulierung: Die Evolutionsgleichung (6.13) ist dquivalent dazu, dass
fiir alle v € Wol’Q(Q) und o € C®(I) mit p(T) =0 gilt, dass

_/I</Qu(t)vdgj>(p/(t)dt+/l</9Vu(t)~V’Ud$)§0(t>dt:/ﬂuovdx¢(0)

+/I<f(t),v>wl,2(ﬂ)g0(t) dt.

Beweis (von Korollar 6.12). Laut Beispiel 5.3 ist (Wol’Z(Q), L2(9), idw?(q)) ein Gelfand-
Dreier. Insbesondere ist WO1 2(Q) sowohl separabel als auch reflexiv. Es ist also nur noch
zu zeigen, dass die zeitlich konstante Familie von linearen Operatoren A: WO1 2(Q) —
(Wolz(ﬂ))* die Carathéodory-Bedingung, die (2,2)-Majoranten-Bedingung, und die 2-
Semi-Koerzivitdtsbedingung erfiillt:

1. Carathéodory-Bedingung: Da wir eine zeitlich Konstante Familie von linearen Ope-
ratoren betrachten, reicht es die Demi-Stetigkeit zu iiberpriifen. Diese ist gesichert, da
A: W01’2(Q) — (Wol’2(Q))* sogar stetig (oder auch schwach stetig) ist.

2. (2,2)-Majoranten-Bedingung: Fiir alle v € W&’Q(Q) gilt, dass

| Av]| 12 gy = sup / Vv - Vwdzx
Wy (2)) wewl2() Jo
||w||W&,2(Q>S1

< |Vl (r2(a))e

< ||U||W01’2(Q)'

3. 2-Semi-Koerzivitits- Bedingung: Fiir alle v € I/VO1 2(Q) gilt, dass

(Av,v)y = ”V”H%m(g))d
> CE2HU||W01’2(Q)7

wobei cp > 0 die Poincaré-Konstante bezeichnet.
Das instationére Lemma von Lax—Milgram (cf. Theorem 6.8) liefert daher die Behauptung.
O
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6.3 Instationdrer Satz von Browder—Minty

6.3 Instationdrer Satz von Browder—Minty

In diesem Abschnitt wollen wir ein instationires Analogon des Satzes von Browder®—
Minty* beweisen. Der Vollstindigkeit halber wiederholen wir zunichst dessen Aussage.

Satz 6.15 (von Browder—Minty)

Sei V' ein reflexiver, separabler Banach-Raum und A: V — V* ein Operator, der den
folgenden Bedingungen gendigt:
(i) Monotonie: Fiir alle v,w € V gilt, dass

(Av — Aw,v —w)y > 0.

(ii) Demi-Stetigkeit: Fir eine Folge (vp)nen €V und ein Element v € V' folgt aus

vy, —=v Vo (n— o00),
dass
Avy, = Av in V' (n — 00);
(iii) Koerzivitit: Es gilt, dass

(Av,v)y

— oo ([[olly = o0).
[o]lv

Dann ist A: V — V* surjektiv.

Faolls A: V — V* zusdtzlich strikt monoton ist, d.h. fir alle v,w € V mit v # w gilt, dass
(Av — Aw,v —w)y >0,
dann ist A: V. — V* eine Bijektion mit demi-stetiger Inversen.

Bemerkung 6.16

Die Theorie monotoner Operatoren geht insbesondere auf Wainberg (1959), Zarantonello
(1960), Browder (1963), Minty (1962) und Brezis (1968) zuriick.

Die Aussage des instationéren Analogons ist die folgende.

3Felix E. Browder, geb. 1927 in Moskau. Browder ist Professor an der Rutgers University und war
vorher am Massachusetts Institute of Technology und an Universitaten in Yale und Chicago tatig.
Er ist einer der Begriinder der Nichtlinearen Funktionalanalysis und wandte diese auf nichtlineare
Differentialgleichungen an. Von 1999 bis 2000 war Browder Prasident der American Mathematical
Society.

4George James Minty, geb. 1930, gest. 1986. Minty promovierte 1959 bei Rothe an der Universitat in
Michigan. Die Beschaftigung mit elektrischen Schaltkreisen fiihrte ihn sowohl zur Diskreten Mathematik
als auch zur Funktionalanalysis. Minty war Professor an der Indiana University.
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Theorem 6.17 (Instationdrer Satz von Brownder—Minty)
Sei (V,H,i) ein Gelfand-Dreier, wobei V separabel und reflexiv ist, p € (1,00) und
I=(0,T),0<T< 0.

Sei weiter A(t): V. — V*, t € I, eine Familie von monotonen Operatoren, die den
folgenden Bedingungen gentigt:
(i) Carathéodory-Bedingung: A(t): V — V*, t € I, geniigt der Carathéodory-Bedingung
(cf. Definition 6.5(i));
(i1) (p,p’)-Majoranten-Bedingung: Es existiert eine Konstante o > 0 und eine Funktion
B e Lp/(I;]RZO), sodass

A |y < el +B8(t)  fir fa.t €T und allev € V;

(iii) p-Semi-Koerzivitit-Bedingung: Es existieren Konstanten p > 0, k > 0 und eine
Funktion A € L'(I), sodass

(A(tyv,v)v > p vy — & lliv)3 + A(t)  fir fa. t € T und allev €V .

Dann ezistiert zu jedem Paar von Daten (f,ug)" € LP (I; V*)x H einu € whp (L;V,V*),
sodass

dg: YAu=f i LP(IVY),

(icu)(0) =ug in H.

Falls A =0, dann ist die Lisung eindeutig und hdngt demi-stetig von den Daten ab.

Mit anderen Worten: Falls A =0, dann ist der Operator

d, T , ,
(dt + A, (ic~)(0)> WP (L V,V*) = LY (I; V) x H,

etne Bijektion mit demi-stetiger Inversen.

Beweis. 1. Ezistenz: (mit Hilfe einer Galerkin-Approximation)

1.0 Reduktion auf triviale rechte Seite: Wir konnen ohne Beschranktheit der Allge-
meinheit annehmen, dass f = 0 in L? (I; V*). Sonst betrachten wir die verschobene Familie
von Operatoren A(t) := A(t)—f(t): V — V*, t € I, die dieselben Eigenschaften hat (Ubung).

1.1 Konstruktion der Galerkin-Approximation: Analog zum instationéiren Lemma von
Lax—Milgram (cf. Theorem 6.8).

1.2 Ezistenz von Galerkin-Ldésungen: Analog zum instationdren Lemma von Lax—Milgram
(cf. Theorem 6.8).
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6.3 Instationdrer Satz von Browder—Minty

1.3 A priori Abschitzungen: Wahlen wir im Galerkin-System (GS) als Testfunktion
Pn = UnXo, € LP(I;Vy) fiir alle n € N, wobei ¢ € T beliebig ist, so erhalten wir mit der
verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (c¢f. Theorem 5.6) und der gleichméfigen
p-Semi-Koerzivitdt von A(t): V — V* t € I, fiir allen € Nund t € I, dass

o:/0t<de£;‘”(s),un(s)>vn ds+/0t CA(S) (tn(5)), n(s)) ds

> Sz 01 = 512 (0) 1

o [ (o) ds = [ i)l ds = [ A ds.

Zusammen mit (iluy,)(t) = (icun)(t), (ilu,)(0) = vy in H und sup,cy |luglla < ||uoll &

folgt daraus fiir alle n € Nund ¢ € I, dass

1

. t 1 ¢
2||(2cun)(t)||?{+u/o Hun(S)l’&dSSQIIUOH%+IAHLI(I)JH%/O i(un(s)) |l ds

1
< Slwollf + 1Mz

t 1 . s
# [ 2 Gt o [ Tl ar ) as.
Die Gronwall’sche Ungleichung (c¢f. [EmmO04, Lemma 7.3.1, S. 180]) angewendet auf die
Funktionen f,, € C°(I), n € N, fiir alle n € N definiert durch

L. ! N 7
Falt) = 2 o) O + 0 /0 lun(s)|?,ds i alle ¢ € T,
liefert dann fiir alle n € N, dass

1

. t 1 ) _
Sl cun) ()3 + 1 /0 lun ()]} ds < (2!\%\!% + HMIU@) exp(2:T)  fiiralle t € 1.

Mit anderen Worten gilt fiir alle n € N, dass

lictnlleqseny < o/ (ol + 211X 1)) exp(24T)

1 1 P
[unllLe(rvy < ((2/1 uol|F + L H)‘HL1(1)> GXP(QHT)>

Wegen der Beschriinktheit von A: LP(I; V) — LP (I; V*) (¢f. Lemma 6.6) folgern zustzlich
fiir alle n € N, dass

-1
HAunHLP’(I;w) <o HunHip(j;v) + Hﬁ”LP’(I)

’ti\‘ -

1 1
< (gl + % INuscry ) exp(e1)) ™ + 180,01
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1.4 Schwache Konvergenz der Galerkin-Lisungen: Da H, LP(I; V) und LV (I; V*) re-
flexiv sind (c¢f. Theorem 3.3), existiert eine Teilfolge, die wir der Einfachheit nicht umbe-
nennen, ein Element uy € H und Funktionen u € LP(I; V) und & € L¥ (I; V*), sodass

(icun)(T) — up in H (n — o0),
Up = U in LP(I; V) (n — 00),
Auy,, — € in LY (I; V*) (n — 00).

1.5 Grenziibergang im Galerkin-System: Sei v € Vi, wobei k € N beliebig ist, und
o € C°(I). Wegen V,, C V1 fiir alle n € N gilt v € V, fiir alle n € N mit n > k.
Insbesondere gilt, dass vy € LP(I;V;,) fiir alle n € N mit n > k. Wéhlen wir im Galerkin-
System (GS) als Testfunktion ¢,, := vy € LP(I;V,,) fiir alle n € N mit n > k, so erhalten
wir nach anschliefilender (verallgemeinerter) partieller Integration (c¢f. Theorem 5.6(ii))

((icun)(T),iv)Hw(T)Jr/((iun)(t),iv)ﬂ @' (t) dt = (ug, iv)re(0)

I
+/<A(t)(un(t)),u>v ©(t) dt.
I

Im Grenziibergang n — co erhalten wir schlie8lich, dass

(ur, 1) (T) + / () (1), iv)m &' (8) dt = (u i0) g (0) + /I (), 0)v olt) dt.

1

Da v € Vj, und k € N beliebig waren und | J,,cy Vi dicht in V' liegt folgt fiir alle v € V'
und ¢ € C(I), dass

(ur, iv) () + / (i) (1), iv) @' (t) dt = (g, iv) rep(0) + / (), 0)v olt) dt.

I I
Da letztere Identitét insbesondere fiir alle ¢ € C2°([) gilt, folgt zusammen mit Lemma 5.4,
dass
deu

we WhPP (L V,V*)  mit =—¢ i L2(I;V*).

Mit der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (c¢f. Theorem 5.6(ii)) erhalten wir
auBerdem fiir alle v € V und ¢ € C*(I), dass

((Geu)(T) = ur, i) me(T) = ((icu)(0) — uo, iw) He(0) =
(i

wobei i.u € CO(I; H) der stetige Reprisentant aus Theorem 5.6(i) ist. Da R(i) dicht in
V liegt, folgern wir daraus fiir ¢(0) =0 und ¢(7") = 1 oder ¢(0) =1 und ¢(7T") = 0, dass

(icu) (T) =wur inH,
(tcu)(0) =up in H.
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Insbesondere gilt dann, dass

(tcun)(T) — (tcu)(T) in H (n— 00).
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass u € WaPP / (I; V,V*) mit einem stetigen Re-
prisentanten i.u € C(I; H) und

deu
dt
(icu)(0) =up in H.

+&=0 in LY (I;V*),

1.6 Identifikation von Au und :Da A(t): V — V*,t € I, eine Familie von monotonen
Operatoren ist, gilt fiir alle v,w € LP(I; V), dass

(RvAv — Ry Aw, v — w) 1p(1,v) = /[ (A(t)(v(t)) — A(w(t)),v(t) —w(t))y dt >0,

d.h. der Operator Ry A: LP(I; V) — (LP(I; V))* ist monoton. Da A: LP(I; V) — L¥' (I; V*)
demi-stetig ist (¢f Lemma 6.6) und Ry : L (I;V*) — (LP(I;V))* linear und stetig,
d.h. insbesondere schwach stetig, ist Ry A: LP(I; V) — (LP(I;V))* sogar demi-stetig.
Insgesamt geniigt Ry A: LP(I; V) — (LP(I;V))* als monotoner, demi-stetiger Operator
der Bedingung (M) (Ubung), sodass nur noch zu zeigen bleibt, dass

lim_fup {(Ry A, tn) 1o (1)} < (RVE ) o1y -

Tatséchlich gilt fiir ¢, == u,, € LP(I; V) im Galerkin-System (GS) mit der verallgemeiner-
ten partiellen Integrationsformel (cf. Theorem 5.6(ii)), dass

lim sup {(RVAun, un>LP(I;V)} = hﬁsogp { /I (A)(u(t)), un(t))v dt}

n—oo
de n
—limsup{ —/< nt (t),un(t)> dt}
n—oo I dt Vi

—timsup { = )OI+ ) Ol

n—oo

: .. _ 1
<timsup { = 5 lGeu) (DI b+ timsup { 51021 |

n—oo n—oo

. .. 1, . 2 . 1 02
— —timint { 1) (T |+t {50 |

1. . 1
< —5 liew) (D) + 5 ol

_ _/[<C1;;u(t),u(t)>vdt

B / (60, u®)y dt = (Rv&,un) i
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Daraus folgt wegen der Bedingung (M) direkt, dass Ry Au = Ry & in (LP(I;V))* und
wegen der Injektivitit von Ry : LV (I; V*) — (LP(I; V))* (cf. Theorem 2.19) schlieBlich
Au = ¢ in LP (I; V*), was wir hier nochmal nachrechnen wollen:

Wegen der Monotonie von Ry A: LP(1; V) — (LP(I;V))* gilt fiir alle n € N und
v e LP(I;V), dass

(Ry Auy, — Ry Av, up — ) po(ryy > 0,
d.h.
(Ry Aup, un) po(1,vy > (BvAug, 0) po(rvy + (RvAv, un — 0) o1y -

Bilden wir den Limes Superior beziiglich n — oo auf beiden Seiten dann folgt fiir alle
ve LP(I; V), dass

<RV£> U>LP(I;V) > <RV£7 U)LP(I;V) + <RVAU7 U — U)LP(I;V) )
d.h.

(Ry€ — Ry Av,u — v) po(rvy) > 0

Firvi=u+rw € LP(I;V), wobei r > 0 und w € LP(I;V) beliebig sind, erhalten wir
dann, dass

<RV£ - RVA(U +r U]), w>LP(I;V) >0,

wobei wir noch durch r > 0 geteilt haben Im Grenziibergang r — 0 folgt wegen der
Demi-Stetigkeit von Ry A: LP(I; V) — (LP(I;V))*, dass fiir alle w € LP(I; V) gilt, dass

(Rv€ — Ry Au,w) 1oy > 0,

d.h. Ry Au = Ry€. )
2. Eindeutigkeit/Demi-Stetigkeit: (Ubung) O

Als Anwendung des instationdren Satzes von Browder-Minty (¢f. Theorem 6.17)
erhalten wir die schwache Losbarkeit der instationéren p-Laplace-Gleichung, welche nach
einer zeitlichen Wirmeentwicklung u: [0,7) x 0 — R sucht, sodass

Opu — div (|[Vul[P~2Vu) = f in (0,7) x Q,
u=20 auf (0,T) x 092,
u(0,-) = ug in Q.
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Korollar 6.18 (p-Laplace-Gleichung)

Sei Q CR?, d €N, ein beschrinktes Gebiet, p € [%, oo) und I = (0,T),0< T < 0.

Dann egistiert zu einem beliebigen Paar von Daten (f,ug) € LV (I; (W()lp(Q))*) x L2(Q)
ein eindeutiges u € Wel’p’pl(f; Wol’p(Q), (Wol’p(ﬂ))*) mit einem stetigen Reprdsentanten
u. € CO(T; L3(Q)), sodass

deu
dt

tAu=f i DLW (@),
uc(0) = ug in L*(Q),

(6.19)

wobei A: LP(I; Wy P()) — LP (I; (Wy P (Q0))*), fiir alle v € LP(I; Wy P()) definiert durch
(Av)(t) = A(v(t)) in (WyP(Q))*  fir fa. tel,

den instationdren schwachen p-Laplace-Operator bezeichnet, wobei A: Wol’p(Q) — (Wol’p(Q))*,
fiir alle v,w € Wol’p(Q) definiert durch

<AU,'LU>W61,11(Q) = /Q IVoP~2Vv - Vw dz

den (stationdiren) schwachen p-Laplace-Operator bezeichnet.

Bevor wir Korollar 6.18 beweisen, wollen wir noch &quivalente Formulierungen zur
Evolutionsgleichung herleiten.

Bemerkung 6.20 (Aquivalente schwache Formulierungen zu (6.19))
Die folgenden schwachen Formulierungen sind dquivalent zur Evolutionsgleichung (6.19):

(i) Punktweise Formulierung: Die Evolutionsgleichung (6.19) ist dquivalent dazu, dass

deu
dt

(6 + A(ult) = f()  in (WoP(Q)"  firfa tel,
uc(0) = ug in L*(Q),

(ii) Schwache Formulierung: Die Evolutionsgleichung (6.19) ist dquivalent dazu, dass
fir alle v € Wol’p(Q) und o € C°(I) mit o(T) = 0 gilt, dass

- /I < /Q u(t)vdx)gp’(t) dt + /I ( /Q |Vu(t)|p_2Vu(t)-Vvdx)cp(t) dt

= [ wavdag(0)+ [ (@) 0hoey .
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Beweis (von Korollar 6.18). Laut Beispiel 5.3 ist (WOI”’(Q), L?(€2), idw» () ein Gelfand-
Dreier. Insbesondere ist VVO1 P(Q) sowohl separabel als auch reflexiv. Es ist also nur zu priifen,
dass die zeitlich konstante Familie von monotonen Operatoren A: I/VO1 P(Q) — (VVO1 PQ))*
die Carathéodory-Bedingung, die (p, p’)-Majoranten-Bedingung, und die p-Semi-Koerzivi-
tat-Bedingung erfiillt:

1. Carathéodory-Bedingung: Da wir eine zeitlich konstante Familie von linearen Ope-
ratoren betrachten, reicht es die Demi-Stetigkeit zu iiberpriifen. Diese ist gesichert, da
A: WP (Q) — (WyP(Q))* sogar stetig ist.

2. (p,p')-Majoranten-Bedingung: Fiir alle v € Wol’p(Q) gilt, dass

[Aelgpry = swp [ VoP Ve Vuda
weW, P (Q)
flwl|

W(}’P(Q)Sl
< IVolP=2V0l 1o (e
.

S ||U||€V011P(Q) :

3. p-Semi-Koerzivitits- Bedingung: Fiir alle v € VVO1 P(Q) gilt, dass

(Av, U>W1p = ||VvH (Lp ()

Z CPPHUHWOLP(Q) :

Der instationére Satz von Browder—Minty (c¢f. Theorem 6.17) liefert daher die Behauptung.
O

86



6.4 Instationédrer Satz von Brézis

6.4 Instationarer Satz von Brézis

In diesem Abschnitt wollen wir ein instationires Analogon des Satzes von Brézis’beweisen.
Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir zunéchst dessen Aussage.

Satz 6.21 (von Brézis)
Sei V' ein reflexiver, separabler Banach-Raum und A: V. — V* ein Operator, der den
folgenden Bedingungen gendtigt:

(i) Beschranktheit: Fir eine Folge (vp)nen C V' gilt, dass

sup [|oplly < oo = sup ||[Av,|lvr < 00.
neN neN

(ii) Pseudo-Monotonie: Fiir eine Folge (vp)nen €V und ein Element v € V' folgt aus

v, —=v mV  (n— o0),

lim sup (Av,, v, —v)y <0,

n—o0

dass

(Av,v —w)y < lirginf (Avp, vy —w)y  fir allew € V.

(iii) Koerzivitét: (c¢f. Lemma 6.7(iii)).
Dann ist A: V. — V* surjektiv.

Die Aussage des instationédren Analogons ist die folgende.

Theorem 6.22 (Instationdrer Satz von Brézis)
Sei (V,H,i) ein Gelfand-Dreier, wobei V' separabel und reflexiv ist, p € (1,00) und
I=(0,T7),0<T< .

Sei weiter A(t): V — V*, t € I, eine Familie von pseudo-monotonen Operatoren, die den
folgenden Bedingungen gentigt:
(i) Carathéodory-Bedingung: A(t): V' — V*, t € I, geniigt der Carathéodory-Bedingung
(cf. Definition 6.3(i));
(ii) Verallgemeinerte (p,p’)-Majoranten-Bedingung: FEs existiert monoton wachsende
Funktion B: R>g — Rsq und eine Funktion 5 € L¥ (I), sodass

|A)v|v+ < B(|liv||a) (HUHI‘D;1 + B(t))  fir fa. t €1 und allev € V;

(iii) p-Semi-Koerzivitit-Bedingung: Es ezistieren Konstanten p > 0, k > 0 und eine
Funktion A € L'(I), sodass

(At)v,v)y > p |||y — & |liv]|3 + A(#)  fir fa. t € I und allev € V.

SHaim Brézis, geb. 1944 in Riom-es-Montagnes. Brézis ist Professor an der Pariser Universite Pierre et
Marie Curie und beschiftigt sich vor allem mit Fragen der Funktionalanalysis und deren Anwendung
auf nichtlineare Differentialgleichungen und Variationsungleichungen. Brézis ist Mitglied mehrerer
wissenschaftlicher Akademien. Er schrieb unter anderem die beiden Biicher [Bré73, Bréll].
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Dann ezistiert zu jedem Paar von Daten (f,ug)" € LP (I; V*)x H einu € whp (L;V,V*),
sodass

de . /
dtu—i-.Au:f in LP (I, V™),

(tcw)(0) =up in H.

Mit anderen Worten: Der Operator

d, T , ,
(dt + A, (ic~)(0)> L WP (I V,V*) — LY (I; V) x H,

ist surjektiv.

Bevor wir den instationdren Satz von Brézis (¢f. Theorem 6.22) beweisen kénnen,
miissen wir zundchst Bochner-Pseudomonotonie, die natiirliche Verallgemeinerung von
Pseudomonotonie fiir Evolutionsgleichungen, einfithren und untersuchen.

6.4.1 Bochner-Pseudomonotonie

Wir erinnern uns daran, dass die Identifikation von Au und £ im Beweis des insta-
tiondren Satzes von Browder—Minty (cf. Theorem 6.17), essentiell darauf beruht hat,
dass fiir eine Familie von monotonen Operatoren A(t): V — V*, ¢ € I, die der Carathé-
odory-Bedingung und der (p,p’)-Majoranten-Bedingung geniigt, der induzierte Operator
A: LP(I; V) — LP (I;V*) monoton und demi-stetig ist, und damit der Bedingung (M)
genugt.

Des Weiteren wissen wir bereits, dass jeder pseudomonotone Operator der Bedin-
gung (M) geniigt, sodass der Beweis des instationiren Satzes von Browder—Minty (cf. Theo-
rem 6.17) auch funktioniert, falls wir darauf verzichten, dass A(t): V — V* fir fa. t € I
monoton ist, und direkt annehmen, dass A: LP(I; V) — L? (I; V*) pseudomonoton ist.
Dann stellt sich allerdings die Frage, welche Bedingungen an die Familie von Operatoren
A(t): V — V*, t € I, hinreichend sind, um sicherzustellen, dass A: LP(I; V) — LV (I;V*)
pseudomonoton ist. Die folgende Bemerkung zeigt, dass hierfiir nicht ausreichend ist, dass
A(t): V — V* fiir fa. t € I pseudomonoton ist.

Bemerkung 6.23 (Konvektiver Term)
Sei Q CRY, d € N, ein beschrinktes Gebiet, p € [?’j%;, +oo) und I == (0,7), 0 < T < 0.
Fiir V == {p € (C=(Q))? | divp = 0 in Q} definieren wir

Wolf(Q) — PlMlwrp@a :

2 () =yl lazen,

Dann ist (W&f(Q), LaJ(Q),idW&,p(Q)) ein Gelfand-Dreier.
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(i) Der stationire konvektive Term C': Wolf(Q) — (Wolf(Q))*, fiir alle u,v € Wolf(Q)

definiert durch

(C’u,v>W1,p(Q) = —/ u®u:Vvdr,
0,0 Q

wohldefiniert, beschrdnkt und pseudo-monoton:
Zur Wohldefiniert /Beschréanktheit. Aus der Gagliardo—Nirenberg-Ungleichung (cf.
[Kal23, Lemma 3.4]) folgt, dass fiir alle uw € WHP(Q) N L*(Q) gilt, dass

2p
el < e IVl el (6.24)

wobei py = pd‘f (1,400) der parabolische Sobolev’sche Einbettungsexponent ist.

Da fiirp > 3jj22 qilt, dass 2p’ < py., folgt fiir alleu,v € Wolf(Q) mit |Vl wir@ye <1,
dass

‘/u@u:Vvdx
Q

< HuH(L?I/(Q))dHVVH(LP(Q))dXd

2p 4p
d;
< ¢ [Vl el 5
2d

PO 4 P

¢ (14 1Vu (o apyaxa)?™ luun:;;(m
e(1+ IVl o w2y

3d+2

wobei wir sowohl(6.24) und d+2 <p-—1 (dquivalent zu p > 5

d.h. fiir alle u € Wolf(Q) gilt, dass Cu € (Wo’f(Q))* mit

) ausgenutzt haben,

Ol ey < O IV g (6.25)

d.h. C" Wolf(Q) — (WO;U (Q))* ist wohldefiniert und beschrinkt.
Zur Pseudomonotonie. Fiir eine Folge (up)pen C Wolf(Q) und eine Funktion
ue W(}”‘f(Q) folgt aus

u, ~u in Wolf(Q) (n — o0),

mit Hilfe von Rellich’s Kompaktheitssatz und wegen p* > 2p’ (dquivalent zu p > d+2
dass

u, > u in (L Q)¢ (n— o),
und damit
Cu, = Cu in (Wy2(Q))* (n— 00),

d.h. C: Wolf(Q) — (Wolf(Q))* ist stark stetig und damit auch pseudomonoton.
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(ii) Der instationéire konvektive Term C: LP(I3 Wy (Q))NL(I; L3 () — L¥' (I; (Wy2(Q))*),
fiir alle w € LP(I; Wolf(Q)) N L>(I; Lg () definiert durch

(Cu)(t) = C(ult)) in (Wp2(Q)" fiirfa. te ],

wohldefiniert und beschrdnkt, aber nicht pseudo-monoton:
Zur Wohldefiniert/Beschranktheit. Folgt aus (6.25) und Satz 6.32.

Zur Pseudomonotonie. Sei v € Wolff(ﬂ) \ {0}, sodass Cv € (Wolf(ﬂ))* \ {0}.

Dann existiert ein w € Wolf(Q), sodass

(Cv,w) 0.

W) =

,O

Wir betrachten die Folge (u,)nen € LP(I; Wolf(Q)) N L>(1; L(%’U(Q)), fir allen € N
definiert durch

w,(t,z) = fo(t)v(x) fir alle (t, )" € I xQ,
wobei (fn)nen C C°(I), fiir alle n € N definiert durch
fn(t) :==sin(nt)  fir aleteI.
Wegen f,, — 0 in LP(I) (n — oo) (Ubung), folgern wir, dass (Ubung)
u, =0 in LP(I;WP(Q)  (n— 00).
Schlieplich gilt wegen (Cuy,, )y, = 0 fir alle n € N (Ubung), dass
hgl_ilip (Cup,uy, — O>LP(I;W(}’,5(Q)) =0.

Gleichzeitig gilt jedoch

linrr_1>ioréf (Cup,uy, — W>LP(I;W(};§(Q)) =— liﬂsgp (Cuy, W)LP(I;W&,;J(Q))

n

= —m(Cv,w)

= - 1_>n;o ||an%2(I)<CV7W>W01’75(Q)
Wo 5 (2)
<0

= (C0,0 —w) LP(LWEP ()

d.h. der Operator RyC: LP(I; Wolf(ﬂ)) N L>(I; L&U(Q)) — (LP(I; WOIC{’(Q)))* ist
nicht pseudomonoton.
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Bemerkung 6.23 zeigt, dass sich Pseudomonotonie, im Gegensatz zu Monotonie, nicht
von der Familie von Operatoren A(t): V. — V* t € I, auf den induzierten Operator
A: LP(I; V)N L®(I; H) — LP (I; V*) vererbt.

Definition 6.26 (Bochner-Pseudomonotonie)
Sei (V, H,i) ein Gelfand-Tripel, p € (1,+00), und I .= (0,T), 0 < T < oo.

Dann heifit ein Operator A: LP(I;V)NL>®(I; H) — (LP(I;V))* Bochner-pseudomonoton,
falls fir eine Folge (up)nen € LP(I; V)N L>®(I; H) aus

Up, — U in LP(I;V)  (n— 00), (6.27)
ity — iu in L°(I;H) (n— 00), (6.28)
(tup)(t) = (iw)(t) in H (n—o00) forfa tel, (6.29)
und
i sup /1 (A (1), wn(t) — u(t))y dt <0, (6.30)

fiir alle v € LP(I; V) folgt, dass

/I((.Au)(t),u(t) —ou(t))y dt < liminf/ ((Aup)(t), un(t) — v(t))y dt.

n—o0 I

Bemerkung 6.31 (Der Raum LP(I; V)N L>®(I; H))
In Definition 6.26, mit leichtem Genauigkeitsverlust, definieren wir den Raum
LP(L;V)NL®(I;H) = {ve LP(I;V) | iv e L™([;H)},
der ausgestattet mir der Norm
I N eervynzee sy = I - llzecrvy + 1) oo (1,1 5
einen Banach-Raum definiert (Ubung).

Der folgende Satz liefert hinreichende Bedingungen an eine Familie von pseudomo-
notonen Operatoren A(t): V. — V* t € I, sodass der induzierte Operator Bochner-
pseudomonoton ist, und zeigt dadurch, dass Bochner-Pseudomonotonie die natiirliche
Verallgemeinerung von Pseudomonotonie fiir Evolutionsgleichungen ist.

Satz 6.32 (Hirano-Landes, 2019)
Sei (V,H,j) ein Gelfand-Tripel, wobei V reflexiv ist, p € (1,400), und I = (0,T),
0<T < 0.

Weiter sei A(t): V — V*, t € I, eine Familie von pseudomonotonen Operator, die den
Voraussetzungen des instationdren Satzes von Brézis (cf. Theorem 6.22) geniigt. Dann ist
der induzierte Operator A: LP(I; V)N L*>®(I; H) — (LP(I;V'))* wohldefiniert, beschrinkt,
demi-stetig und Bochner-pseudomonoton.
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Beweis. 1. Wohldefiniertheit/Beschrinktheit: Sei u € LP(I; V)N L (I; H) beliebig, aber
fest. Laut Lemma 6.5 gilt, dass Au € L°(I; V*), sodass nur noch die p/-Integrabilitit zu
zeigen bleibt. Wegen

E
Y

([icanmar)” < ([ (@i uor +s0)" )’

< B(liull oo (1) (el + 181 )

1
7

wobei von der Minkowski-Ungleichung und von ||u()|y € LP(I), |li(u(-))|lz € L*°(I)
(¢f. Definition 2.1) Gebrauch gemacht wurde, ist Au € LV (I;V*), d.h. A: LP(I; V) N
L>®(I; H) — LP(I;V*) wohldefiniert. Insbesondere folgt damit auch schon die Be-
schriinktheit von A: LP(I; V) N L®(I; H) — LV (I; V*).

2. Demi-Stetikeit: Folgt analog zu Lemma 6.6 (Ubung).

3. Bochner-Pseudomonotonie: Wir gehen in vier Schritten vor:

1. Schritt: Sammeln von Informationen: Sei (un)nen € LP(I; V)NL>®(I; H) eine Folge,
die (6.27)—(6.30) erfiillt. Dann ist (un)neny € LP(I;V)NL*>(I; H) insbesondere beschrankt.
Aus der Beschranktheit von A: LP(I; V)N L>(I; H) — ) (I; V*) folgt dann weiter, dass
die Folge (Aun)nen € LP (I;V*) beschrinkt ist. Aus der Reflexivitit von LP (I;V*)
(¢f. Theorem 3.3) folgt dann, dass eine Teilfolge (up)nen, A € N und eine Funktion
¢ € LV (I;V*) existieren, sodass

Aup, — ¢ in LV (I;V¥) (A>n— o0),
/I<A(t)(un(t)), un(t))y dt — linnig.}f/l (A1) (un(t)),un(t))ydt (A >n— o)

Dann gilt fiir alle v € LP(I; V), dass

dim [ (A (i (6) un(8) = 0(0)v e < liminf / CA() (), wn () — v())y .
T ! (6.33)

Wegen (6.29) existiert eine Lebesgue-messbare Menge E C I, sodass A(I \ E) = 0 und
(tup)(t) —=(iu)(t) inH (n—oo0) firalletel. (6.34)
Zusammen mit (C.3) und (C.5) erhalten wir fiir f.a. ¢ € I, dass

(A®) (un (1)), un(t) —u(®))v = plun@) = 6 [li(un (@) + A)
— (A1) (un (1)), u(t))v
)

> pllun (Y = £ lliCun(®) ]z + At)

— (B0 (@I + BE) (@)l -
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Aus ||iup]| oo 1,y < K fiir eine Konstante K > 0, was aus (6.28) folgt, und der e-Young-
Ungleichung mir k := k(g,p) == (p'e)!"?/p und € :== %(K)_p/%, erhalten wir weiter fiir
alle n € A und fiir f.a. ¢t € I, dass

,u
(A(t) (un(t)), un(t) — u(®))v =2 5”“71(75)”]\)/ = pu(t) (*)n,t
wobei y,, € L*(I). Als Néchstes definieren wir

S:={te E|A(t): V — V* ist pseudomonoton,
|1u(t)] < 0o und (), gilt fiir alle n € A}.

Offenbar gilt dann, das AY(T'\ S) = 0.
2. Zwischenschritt: Als Néachstes zeigen wir, dass

liminf (A(t)(un(t)), un(t) —u(t))y >0 furallete S. (%)

A>Sn—o0

Sei dazu t € S beliebig, aber fest. Dann definieren wir
Ay ={ne A | (At)(un(t)),un(t) — u(t))y < 0}.

Wir nehmen ohne Beschriankheit der Allgemeinheit an, dass A; nicht endlich ist. Andern-
falls wire (xx); bereits wahr fiir dieses spezielle t € S und es wére nichts mehr zu tun. Ist
allerdings A; nicht endlich, dann gilt, dass

limsup (A(f)(un(t)), un(t) —u(t))y <0. (6.35)

Adn—o0

Aus (6.35) zusammen mit (), folgt fiir alle n € A, dass
i
Sun @1V < (A®) (un (D)), un(t) = u(®)v + [pu(®)] < pu(t)] <oo.  (6.36)
Wegen (6.34) and (6.36), liefert Lemma 2.18, dass
up(t) ~u(t) inV (Ar>n—o00).
Die Pseudomonotonie von A(t) : V- — V* liefert schlieBlich, dass

liminf (A(t)(un(t)), un(t) — u(t))y > 0.
Adn—oo
Wegen (A(t)(un(t)), un(t) — u(t))y > 0 fiir alle n € A\ Ay, gilt (xx), fiir alle t € S.
3. Ubergang auf Bildraum-Ebene: Wir zeigen, dass eine Teilfolge (u,)nen, € LP(I; V)N
L°°(I; H), Ag C A, existiert, sodass

up(t) = u(t) inV (Ag>n—o0) furfa tel,
limsup (A(t)(un(t)), un(t) — u(t))y <0  fiir fa. t € I. (6.37)

Apdn—o0
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Infolgedessen sind wir in der Lage, die Pseudomonotonie der Familie von Operatoren
A(t): V. = V* ¢t € I, zu nutzen. Wegen (A(t)(un(t)), un(t) — u(t))v > —py(t) fiir alle
t € Sund n € A, ist das eine verallgemeinerte Version des Lemmas von Fatou (¢f. [Rou05,
Theorem 1.18]) anwendbar. Letztere liefert, auch unter Verwendung von (xx); und (6.30),
dass

0< [ Jiminf (AG) un(5). 1, (5) — u(s))v s

< liminf A(s)(un(s)), up(s) —u(s))y ds
< Jimint [ (AGs)(un(s)) 10 (5) — ul)v .

< limsup / (A() (tn(3)), tn(5) — u(s))v ds

ASn—oco JI

= lim sup (Aun, un — u) r(r;v) < 0.
n—oo

Wir definieren hy,(t) = (A(t)(un(t)), un(t) — u(t))vn, . Dann folgt (+x); und (6.38), dass

liminf h,(t) > 0 for all t € S. (6.39)
Asn—o0
lim hn(s)ds = 0. (6.40)
ASn—oo J1
Da s — s~ := min{0, s} stetig und nicht-fallend ist, folgern wir aus (6.39), dass

0 > limsup hy,(t)” > liminf hy,(t)” > min{O, lim inf hn(t)} =0,

ASn—oo ASn—o0 Asn—o0

d.h. hp(t)” "0 (A3 n— o) fiir alle t € S. Da 0> hy(t)” > —puy(t) fiir alle t € S
und n € A, liefert der Satz von Vitali, dass h,, — 0in L*(I) (n — o0). Letztere impliziert
wegen |hy,| = h, — 2k, und (6.40), dass conclude that h,, — 0 in L(I) (n — oo). Daher
existiert eine Teilfolge (un)nen,, Ao € A, und eine Lebesgue-messbare Menge F' C I mit
M(I'\ F) =0, sodass

lim  (A(t)(un(t)), un(t) —u(t))y =0 firalletc F. (6.41)

Apgdn—o0

Folglich gilt fiir alle t € SN F, dass

timsup 2llun ()] < Timsup (A(E) (un(t)), wn(t) — (v + ma(2)]
Agdn—o0 2 Apdn—o0
= |pu(t)] < o0
Wegen (6.34), liefert Lemma 2.18 fiir alle t € S N F, dass

up(t) = u(t) inV (Agdn— ). (6.42)
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Die Konvergenzen (6.41) und (6.42) implizieren schliefilich (6.37).

4. Ubergang auf die Bochner-Lebesgue-Ebene: Wegen der Pseudomonotonie von A(t) :
V — V* fiir alle t € SN F, folgt fiir alle v € LP(I; V), dass all t € SN F we deduce from
(6.37) that

(A@)(u(t)), u(t) — v(t))y < Lminf (A(E)(un(t)), un(t) — v(t))y fiir fa. teI.

Apgd>n—o0

Analog zu Schritt 1 existiert eine Funktion 1, € L(I), sodass
(A(t) (un(t)), un(t) —v(t))y > %Hun(t)ﬂl‘j, —(t) firfa.telundneAp.

Durch erneutes Anwenden von des Lemmas von Fatou zusammen mit (6.33) erhalten wir
fiir alle v € LP(1; V), dass

/(A(s)(u(s)),u(s)—v(s))vds g/ liminf (A(s)(un(s)), un(s) — v(s))v ds

I 7 Aodn—o0

< liminf / (A(8)(tn(5))s tn(5) — v(s))y ds

T Aodn—oo J1

= lim (A(s)(un(s)), un(s) —v(s))yds

ASn—oo Jr

< lim inf/ (A(8)(un(s)),un(s) —v(s))y ds,

n—oo I

d.h. A: LP(I; V) — (LP(I;V))* ist Bochner-pseudomonoton. O

6.4.2 Beweis des instationdren Satzes von Brézis

Mit Hilfe des Konzepts von Bochner-Pseudomonotonie und insbesondere dem Satz
von Hirano-Landes (c¢f. Satz 6.32), kénnen wir nun den instationéren Satz von Brézis
beweisen.

Beweis. 1. Ezistenz: (mit Hilfe einer Galerkin-Approximation)

1.0 Reduktion auf triviale rechte Seite: Wir kénnen ohne Beschranktheit der Allge-
meinheit annehmen, dass f = 0 in L?'(I; V*). Sonst betrachten wir die verschobene Familie
von Operatoren A(t) = A(t)—f(t): V — V*, t € I, die dieselben Eigenschaften hat (Ubung).

1.1 Konstruktion der Galerkin-Approximation: Analog zum instationéiren Lemma von
Lax-Milgram (cf. Theorem 6.8).

1.2 Ezistenz von Galerkin-Ldésungen: Analog zum instationdren Lemma von Lax—Milgram
(cf. Theorem 6.8).
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1.3 A priori Abschitzungen: Analog zum instationdren Satz von Browder—Minty (cf.
Theorem 6.17) folgern wir fiir alle n € N, dass

licunllcorm < \/(HUOH% + 2|[Mlpr(n)) exp(26T)

1, o, 1 ;
wll ey < — — ||\ 2kT
oy < ( (55 ool + & 1) ) exp(ze)

Wegen der Beschriinktheit von A: LP(I; V)NL>®(I; H) — L¥ (I; V*) (cf. Satz 6.32) folgern
zusétzlich fiir alle n € N, dass

”-AunHLp/(];V* < %}(HiunHLOO(I;H))(HunHZz;(l];V) + ”BHLp’(I)) :

1.4 Schwache Konvergenz der Galerkin-Losungen: Da H, LP(I; V) und Lp/(I; V*) re-
flexiv sind (c¢f. Theorem 3.3), existiert eine Teilfolge, die wir der Einfachheit nicht umbe-
nennen, ein Element up € H und Funktionen u € LP(I; V) und € € L¥ (I; V*), sodass

(tcun)(T) — ur in H (n — o0),
Up — U in LP(I; V) (n — o0),
Auy, — & in LP (I; V*) (n — 00).

1.5 Grenziibergang im Galerkin-System: Analog zum instationdren Satz von Browder—
Minty (¢f. Theorem 6.17) folgern wir, dass

u € Wel’p’p,(I;V,V*) mit d;: =—¢ in L*(I; V"),

und fiir den stetigen Reprisentanten i.u € C°(I; H) aus Theorem 5.6(i), dass

(icu) (T) =ur inH,
(tcu)(0) =up in H.

Insbesondere gilt dann, dass
(tcun)(T) — (icuw)(T) in H (n— o00).

1.6 Fast-tiberall schwache Konvergenz in H: Als Néchstes zeigen wir, dass

(icun)(t) — (ieu)(t) in H (n—o0) firfa tel. (6.43)

Sei dazu t € I beliebig, aber fest. Dann ist die Folge ((icun)(t))nen € H beschriinkt und
besitzt wegen der Reflexivitdt von H eine zunéchst von ¢ abhéingige Teilfolge (n',;) keNn € N
und ein u; € H, sodass

(icunz)(t) —u, inH (k— ).
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6.4 Instationédrer Satz von Brézis

Sei v € V¢, wobei k € N beliebig ist, und ¢ € C°(I) mit (t) = 1 und ¢(0) = 0. Wegen
V”Z - Vni 41 fiir alle k € N gilt v € Vn@ fiir alle £ € N mit £ > k. Insbesondere gilt, dass
voXy € LP(1; Vnz) fiir alle £ € N mit £ > k. Wihlen wir im Galerkin-System (GS) als
Testfunktion ¢ == voxp € LP (I; Vnz) fiir alle £ € N mit ¢ > k, so erhalten wir nach
anschlieender (verallgemeinerter) partieller Integration (cf. Theorem 5.6(ii))

((icun)(t)7iv)H+/0 ((iun)(t)’iU)H‘P/(t)dt:/o (A@) (un(t)), v)v @(t) dt.

Im Grenziibergang n — oo erhalten wir schlief8lich, dass

wwwH+A<wmmwawwn=A<amwvwww-

Mit der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Theorem 5.6(ii)) erhalten wir
aulerdem fiir alle v € V', dass

((icu)(t) — ug,iv)g = 0.
Da R(i) dicht in H liegt, folgern wir, dass
(icu)(t) =uy in H.
Insbesondere gilt dann, dass
(et ) (1) = Gew)(t) in H (k> 0).

Da diese Argumentation fiir jede von Teilfolge von ((i.uy)(t))neny € H wiederholt werden
kann, existiert zu jeder Teilfolge von ((i.un)(t))neny € H wieder eine Teilfolge, die schwach
gegen (i.u)(t) € H konvergiert. Das Teilfolgenkonvergenzprinzip liefert schlieflich, dass
die gesamte Folge ((icun)(t))nen € H gegen (iqu)(t) € H konvergiert. Da t € I beliebig
gewihlt war, erhalten wir schlieBlich (6.43).

1.7 Identifikation von Au und &: Analog zu Beweis des instationéren Satz von Browder—
Minty folgern wir, dass

lim sup { (Ry Aun, un) po(r,vy } < (RvE, w) po(rv) -

n—oo

Daraus folgt wegen der Bochner-Pseudomonotonie fiir alle v € LP(I; V), dass
(RxAu,u — ) porvy < liminf (Rx Aun, un —v) 1o(1,v)
n—oo

< limsup (R x Aup, un)LP(I;V)
n—oo

— lim (Rx A, v) 1o(1,v)
< (Rx&u —v) (1) -
Daraus folgt, dass Ry Au = Ry€ in (LP(I;V))* und wegen der Injektivitit von Ry : LY (I;V*) —
(LP(I;V))* (¢f Theorem 2.19) schlieBlich Au = & in LP (I; V*).
O
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6 Instationidre Existenzsatze

Als Anwendung des instationéren Satzes von Brézis (c¢f. Theorem 6.22) erhalten wir die
schwache Losbarkeit der instationéren p-Navier—Stokes-Gleichungen, welche nach einer
Geschwindigkeit u: [0,7) x @ — R% und einem Druck 7: (0,T) x  — R sucht, sodass

dpu — div (|DufP~?Du) + div(u®@u) + Vr = f in (0,7) x €,
divu=10 auf (0,7) x Q,
u=20 auf (0,7") x 092,
u(0,-) = ug in Q,

wobei Du == $(Vu+Vu'): (0,7) x Q — RZ%d

sym *

Korollar 6.44 (p-Navier-Stokes-Gleichungen)

Sei Q@ CR?, d € N, ein beschrinktes Gebiet, p € [?:1‘1—:22,00) und I = (0,T7),0<T < oc.

Dann existiert zu einem beliebigen Paar von Daten (f,ug) " € LV (I; (W&’f(Q))*) X L(Q),U (Q)

einu € Wel’p’p,(l; W&f(Q), (Wolf(Q))*) mit einem stetigen Reprisentanten u, € C°(I; L§ ,(Q)),
sodass

deu . / 1
— D (T. P *
o tAu=f in LV (I; (Wo 2(Q))"), (6.45)
u.(0) = ug in L*(Q),
wobei A: LP(I; Wy P (Q))NL>®(I; L3 ,(Q)) — LF (I3 (W 2 (Q))*), fir alle u € LP(I; Wy (9))
NL>(1; L(Q)’U(Q)) definiert durch
(AV)(t) = A(v(t)) in (Wo2(Q)*  fir fa. te I,

wobei A: Wol(f(ﬂ) — (Wol(f(ﬂ))*, fir alle v,w € Wolf(Q) definiert durch
(Av, W>W017,5(Q) = /Q (IDV[P2Vv - v®vV): Dwdz.
Bevor wir Korollar 6.44 beweisen, wollen wir noch &quivalente Formulierungen zur

Evolutionsgleichung herleiten.

Bemerkung 6.46 (Aquivalente schwache Formulierungen zu (6.45))
Die folgenden schwachen Formulierungen sind dquivalent zur FEvolutionsgleichung (6.45):

(i) Punktweise Formulierung: Die Evolutionsgleichung (6.45) ist dquivalent dazu, dass

deu
dt

(t) + A(u(t)) = £(t) in (Wo2(Q))*  fiir fa. tel,
uc(0) =ug in Lg ,(2),
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6.4 Instationédrer Satz von Brézis

(i) Schwache Formulierung: Die Evolutionsgleichung (6.45) ist dquivalent dazu, dass
fiir alle v € Wol’p(Q) und ¢ € C®(I) mit p(T) =0 gilt, dass

- /I ( /Q u(t)-vdx)gp’(t) dt + /1 ( /Q (]Du(t)|p_2Du(t)—u(t)@u(t)):Dvda:)cp(t) dt

—/Quo-vdxgp(O)—i—/(f(t),v)wg,p(m dt.
I N

Beweis (von Korollar 6.44). Laut Bemerkung 6.23 ist (W&f(Q), L%VU(Q)7idW01”5(Q)) ein
Gelfand-Dreier. Insbesondere ist Wolf(Q) separabel und reflexiv. Es ist also nur zu priifen,
dass die zeitlich konstante Familie von Operatoren A: Wolf(ﬂ) — (W&f(ﬂ))* pseudo-
monoton ist sowie die Carathéodory-Bedingung, die verallgemeinerte (p, p’)-Majoranten-
Bedingung, und die p-Semi-Koerzivitdt-Bedingung erfiillt:

1. Psuedomonotonie: Der (stationére) Extra-Stresstensor S: Wol’f(Q) — (Wol”f(Q))*,

fiir alle v,w € WOICI,’(Q) definiert durch

<SV,W>W&,5(Q) = /Q IDv|P?Dv : Dwdz,
ist wohldefiniert, beschriinkt, stetig, monoton und damit pseudo-monoton (Ubung). Der
(stationdre) konvektive Term C': VVO1 PQ) — (I/VO1 P(€))* ist nach Bemerkung 6.23 pseu-
domonoton. Da die Summe zweier péeudomonotoﬁer Operatoren wieder pseudomonoton
ist, folgern wir, dass A: Wolf(Q) — (Wolf(Q))* pseudomonoton ist.

2. Carathéodory-Bedingung: Da wir eine zeitlich konstante Familie von Operato-
ren betrachten, reicht es die Demi-Stetigkeit zu iiberpriifen. Diese ist gesichert, da
A: Wolf(Q) - (Wolf(Q))* sogar stetig ist.

3. Verallgemeinerte (p, p')-Majoranten-Bedingung: Fiir alle v € Wolf(Q) gilt, dass

HSVH(W&?(Q))* = sup / Dv|P?Dv : Dwdx
’ wewlr(@) Jo

Wl 1.0y <
Wo’fr’(n)

S H |DV|p_2DVH (LP,(Q))dXd

1

= [DVIIT i

< VI gy

< Wiy
und laut (6.25), dass

4
71 —_—
1% g ziany- < e QF IV IVIZE oy

99



6 Instationidre Existenzsatze

Insgesamt gilt also fiir alle v € W&’f(Q), dass

||AVH(W01;5(Q)) c(1+ ||V||p WP (@) )V sz (@)

4. 2-Semi-Koerzivitit- Bedingung: Fiir alle v € Wol”f(Q) gilt, dass

<SV7V>W01:£(Q HDVH (LP())dxd
> ¢ [TV, 0y p0ns

2 c HV”;/OLP(Q) .
,o

und

(Cv, V>W017,5(Q) =0.

Insgesamt gilt also fiir alle v € Wolﬁ(Q), dass

(AV, V)yinq) = cllVIT,.

( ) O(,(Q)'

Der instationédre Satz von Brézis (¢f. Theorem 6.22) liefert daher die Behauptung.
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7 Kompaktheit in
Bochner—Lebesgue-Raumen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit kompakten Teilmengen von Bochner—
Lebesgue-Radumen. Neben dem Messbarkeitsbegriff ist auch bei der Kompaktheit in
Bochner-Lebesgue-Réumen Vorsicht geboten:

Wir wissen zwar bereits, dass die folgende Implikation gilt:
X =Y = LP(;X)—= LP(L}Y).

Jedoch zeigt das folgende Beispiel, dass im Allgemeinen die folgende Implikation nicht
gilt:

X =Y = (LX) == LP(LY).

Beispiel 7.1 (X —— Y # LP([; X) —— LP(I;Y))

Es gelte X —— Y. Weiter sei x € X \ {0} und (fn)nen C LP(I) so, dass
(i) fn—0 in LP(I) (n — 00);

(ii) fn # 0 in LP(I) (n — o).

(2. B. I =(0,2m) mit f,(t) := sin(nt) fir allet € I und n € N).

Definiere dann (up)nen = (X fn)neny € LP(I; X). Dann gilt:
(i) (un)nenLP(I; X) ist beschrinkt;

(i) NunllLeryy = lzlly [ fall Locry 7 0 (n = o0).

Mit anderen Worten: LP(I; X) == LP(I;Y).

Beispiel 7.1 zeigt, dass Kompaktheit im Bildbereich nicht ausreicht, um auch Kompaktheit
in Bochner—Lebesgue-Réumen zu erhalten. Doch was fehlt? Wir wir in diesem Kapitel
lernen werden —insbesondere durch den Satz von Aubin-Lions (c¢f. Satz 7.6)-, stellt die
zusétzlich gleichméBige Kontrolle iiber die verallgemeinerte Zeitableitung ein hinreichendes
Kriterium fiir Kompaktheit in Bochner—Lebesgue-Rdumen dar. Das ist im Wesentlichen
ein Folge des Kompaktheitssatzes von Arzela—Ascoli (cf. Satz 7.2).
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7 Kompaktheit in Bochner—Lebesgue-Rdumen

7.1 Satz von Arzela—Ascoli

Wie bereits erwihnt geht im Beweis des Satzes von Aubin-Lions der Satz von Arzela—
Ascoli ein. Wir zitieren ohne Beweis eine allgemeine Version des Satzes von Arzela—Ascoli.
Satz 7.2 (von Arzela—Ascoli)

Sei X ein Banach-Raum und I C R ein beschrinktes Intervall.

Dann ist eine Teilmenge M C CO(I; X) genau dann relativ kompakt (in C°(I; X)), wenn
gilt:
o M ist gleichgradig stetig, d.h. fiir alle to € I und alle € > 0 existiert ein § > 0,
sodass fiir alle t € [tg — 0,t + &] und alle w € M gilt, dass

[u(t) —u(to)llx < .
e M ist punktweise relativ kompakt, d.h. fir alle t € T ist
M(t) ={u(t) e X |ue M},

relativ kompakt (in X ).
Die im Satz von Arzela—Ascoli (c¢f. Satz 7.2) geforderte gleichgradige Stetigkeit er-

zwingt man am einfachsten, indem man gleichméflige Kontrolle iiber die verallgemeinerte
Zeitableitungen voraussetzt.
Bemerkung 7.3 (Hinreichendes Kriterium fiir gleichgradige Stetigkeit)

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (cf. Satz /.1/) und der
Holder’schen Ungleichung (cf. Satz 2.3) gilt fiir alle w € WYP(I; X), wobei p € (1,00],

und t,tg € I, dass
max{to,t} du
et wetell = | [ S as
min{to,t}

X

max{to,t} d
< / sl ds
min{to,t} di X
1
<[t —tol”|| = :
dt |l 1o 1.x)
Ist nun M C WHP(I; X), wobei p € (1,00], so, dass
du
CM = sup ||— < 00,
ueM || dt Lr(I;X)

dann gilt fiir alle t,to € I, dass

1
[ue(t) — ue(to) | x < cplt —tof " .

Mit anderen Worten: die Teilmenge (M). C C°(I; X) ist gleichgradig stetig.
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7.2 Das Ehrling-Lemma

7.2 Das Ehrling-Lemma

Im Satz von Aubin—Lions (cf. Satz 7.2) wird an entscheidender Stelle ein Interpolati-
onsresultat benutzt, was unter dem Namen Ehrling-Lemma bekannt ist und dem wir uns
zunéchst zuwenden wollen.

Lemma 7.4 (Ehrling)
Seien By, B und By Banach-Rriume, sodass

By =& B By,
Dann existiert fiir alle € > 0 eine Konstante c. > 0, sodass fir alle u € By gilt, dass
leoullB < & lullB, + ¢ llereoul|B, - (7.5)
Beweis. Wére (7.5) falsch, so wiirde ein g9 > 0 und eine Folge (@, )neny C By existieren,
sodass
leotinllB > eolltnll By + n[lereotin|z, -

Setzen wir u, = HﬁnH]}é € By fiir alle n € N, so gilt:

(i) (un)nen C By ist beschrinkt;

(ii) HeounHB > €0 ||UnHBO +n HeleounHBl =¢cptn ||€160un||31 fir alle n € N.

Wegen (i) und der Kompaktheit der Einbettung eg: By — B existiert ein u € B und eine
Teilfolge (nk)ken C N, sodass

€olUn, > u in B (k— 00).
Wegen der Stetigkeit der Einbettung e;: B — Bj folger wir, dass
erepln, — eiw in By (k — 00).
Aus (ii) folgt weiter, dass

6()17,
feseoungllg, = 128 0 s ),

d.h. ejegup, — 0 (k — 00). Die Eindeutigkeit des Grenzwerts liefert dann, dass eju =0
in By und wegen der Injektivitéit von e;: B — Bj, dass u = 0 in B. Schliellich folgt mit
(ii), dass

0 <eo < |leoun,|lB =0 (k— 00).

Dieser Widerspruch liefert nun die Giiltigkeit der Abschéitzung (7.5). O
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7 Kompaktheit in Bochner—Lebesgue-Rdumen

7.3 Satz von Aubin—Lions

Das Ehrling-Lemma (c¢f. Lemma 7.4) liefert den noch fehlenden Baustein fiir den Satz
von Aubin-Lions. Der Beweis folgt der Darstellung von [BF13], die sich wiederum an der
Methode von Simon orientiert, der in [Sim87] eine ganze Reihe von Kompaktheitssitzen a
la Aubin-Lions bewiesen hat. Die Tatsache, dass [Sim87] zu den meist zitierten Arbeiten
gehort, unterstreicht noch einmal die Relevanz von Kompaktheitsséitzen fiir die Theorie
aber auch fiir die theoretische Numerik im Kontext nicht-linearer Evolutionsgleichungen.

Satz 7.6 (von Aubin—Lions)

Seien By, B und B1 Banach-Rdume, welche die Voraussetzungen des Ehrling-Lemmas
(cf. Lemma 7./) erfillen, p € [1,00), r € [1,00] und I C R ein beschrinktes Intervall.

Dann gilt die kompakte Finbettung

WLer (I By, By) <& LP(I, B) .

ejoeq

Beweis. Wir nehmen an, dass By C B C By, eg =idp,, e; =idgund [ =(0,7),0< T < 0.

Sei nun (uy)nen € WHPT(I; By, By) eine beschrinkte Folge. Dann haben wir, dass
folgende Ziel:

Ziel: (un)nen enthilt eine LP(I; B)-Cauchy-Folge.
Wir gehen in drei Hauptschritten vor:

1. Schritt: Reduktion auf Kompaktheit in LP(I; By) (mit Ehrling-Lemma (cf. Lemma 7.4));
2. Schritt: Kompaktheitsargument mit Satz von Arzeld—Ascoli (cf. Satz 7.6);
3. Schritt: Diagonalfolgenargument.

1. Schritt: (Reduktion auf Kompaktheit in LP(I; By) (mit Ehrling-Lemma (cf. Lemma 7.4)))

Wegen des Ehrling-Lemmas (c¢f. Lemma 7.4) existiert fiir alle € > 0 eine Konstante ¢. > 0,
sodass fiir alle n,k € N und f.a. ¢t € I, dass

[un(t) = ur ()| B < € llun(t) = ur(t)|| By + ce l[un(t) = ur(t)]| 5, -

Mit Hilfe der Abschitzung (a + b)P < 2P~ 1(aP + bP) fiir alle a,b > 0 folgt fiir alle n, k € N,
dass

l|n — “k’Hip([;B) < 2v~1 (Ep l|wn, — uk”ip([;go) + & ||lun — Uk”ip(];Bl)) .

Da (up)nen C LP(I; By) beschrinkt ist, reicht es das folgende Ziel zu erreichen:
Ziel: (un)nen enthélt eine LP(I; By)-Cauchy-Folge.
2. Schritt: (Kompaktheitsargument mit Satz von Arzeld—Ascoli (cf. Satz 7.6))

Sei weiter k € C*°(I) eine feste Abschneidefunktion mit x(7) = 0 und x(0) = 1.
Dann gilt:
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7.3 Satz von Aubin—Lions

o (Vp)nen = (Kup)nen € WHPT((0,4-00); By, By) ist beschrinkt;
o (Wn)nen = (1 — K)up)neny € WHPT((—00,T); By, By) ist beschriinkt;
® u, = v, +wy, in WHPT(I; By, By) fiir alle n € N.
Um zu zeigen, dass (u,)nen eine LP(I; By)-Cauchy-Folge hat, reicht es das folgende Ziel
zu erreichen:
Ziel: (vp)neny und (wy,)pen enthalten eine LP(I; By)-Cauchy-Folge.
Zu (Up)nen- Fiir alle t,h > 0 und n € N gilt, dass

t+h t+h
vp(t) = flL/t vp(s)ds + ;l/t vp(t) — vp(s) ds

= an’h(t) + bnyh(t)

in B().

Als néchstes zeigen wir das Folgende:
(a) (@nh)nen enthilt fiir alle b > 0 eine LP(I; By)-Cauchy-Folge;
1
(b) bnpllze(r;By) < ch fiir alle n € N und h > 0.

Zu (a). Wir zeigen nun, dass die Menge {a, (t) | n € N} fiir jedes feste h > 0 die
Voraussetzungen des Satzes von Arzela—Ascoli (cf. Satz 7.2) erfiillt:
1. Punktweise relative Kompaktheit: Fiir alle t € I, n € N und h > 0 gilt, dass

- |
llann(®)llBoe < he"vnll Lo 5,) »

d.h. {ann(t) | n € N} ist fiir alle t € T und h > 0 in By beschriinkt. Wegen By << B <
By ist {ann(t) | n € N} fiir alle t € I und h > 0 in By relativ kompakt.

2. Gleichgradige Stetigkeit: Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(¢f. Satz 4.14) erhalten fiir alle ¢,h > 0 und n € N, dass

Anp 1 1 Hh Qu, .
gr (t) = E(vn(t%— h) —vn(t)) = h/t E(S) ds in Bj.

Daraus folgt wegen der Beschrinktheit von (uy)peny € WYPT(I; By, By), fiir alle h > 0
und n € N, dass

d " 1 t+h dv,, P 1
’ e < <// S ) dsdt)p
dt LP(1:By) h\ Jr Ji dt B,
T% duy, c
< —||l= <.
h || dt LP(I:By) h

was laut Bemerkung 7.3 fiir alle h > 0 die gleichgradige Stetigkeit von {a, (t) | n € N}
liefert.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli (cf. Satz 7.2) enthélt (@ p)nen somit eine CO(I, By)-
Cauchy-Folge. Wegen der Einbettung C%(I, By) < LP(I; B;) und dem Satz von Lebesgue
iiber majorisierte Konvergenz ist diese Cauchyfolge auch eine LP(I; B;)-Cauchy-Folge.
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7 Kompaktheit in Bochner—Lebesgue-Ridumen

Zu (b). Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (cf. Satz 4.14)
erhalten fiir alle £, > 0 und n € N, dass

1 t+h
[bn,n ()l B, < h/ [ (t) — vn(s)|B, ds
t+h d
< vn (1) dT ds.
Wir erhalten daher weiter fiir alle ¢t € I und n € N, dass
t+h d P
/anh B, dt</ / </ ””(T) dT> dsdt
t
2) t+h
< du, ||” dvn (1) drdsdt
i (I 31 B
dv, th d duy
@ | / / v (1) (t—l—h—T)det
dt 1, B1
(4) t+h
< dvn // dvn (1) dT de
dt Y1)
(5)
% h‘ dﬁ
dt |lp (s,
<ch.

Dabei verwenden wir in (1) die Jensensche Ungleichung, (2), dass

1
Y

dvn
dt

dv,,

dvn don |17
dt

dt

)

L((t,5);B1)

L((t,5);B1) ) L1((t,5);B1)
in (3), dass
X(t,t+0) (8) * X(t,9) (T) = X(t,041) (T) = X (1) (5) 5

zusammen mit dem Satz von Fubin, in (4), dass t +h — 7 < h, und in (5), dass wir wegen
vn(7) = 0 fiir alle 7 > T" ohne Einschrinkung 7 < 7" annehmen koénnen und deshalb

X(0,1) (1) - Xte40) (T) < X(0,1)(T) - X(r—h,r) (1) 5

zusammen mit dem Satz von Fubini.
Damit folgt dann die behauptete Abschétzung

1
1bn,nll Lo (r;y) < ch? . (7.7)

Zu (W )nen. folgt analog zu (v,)nen.
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7.3 Satz von Aubin—Lions

3. Schritt: (Diagonalfolgenargument):

Wir definieren die Nullfolge (A )ken C (0, +00) fiir alle k € N durch hy, := 1.

Fiir k = 1: Da (ap p, )nen nach Schritt 2(a) eine LP(I; By)-Cauchy-Folge enthélt, exis-
tiert eine konvergente Teilfolge (an},hl)feNa wobei (n})sen C N.

Fiir k =2: Da (an%,hg)ﬁeN nach Schritt 2(a) eine LP(I; By)-Cauchy-Folge enthilt,
existiert eine konvergente Teilfolge (ani’hQ) ten, wobei (n2)pen € (n})sen.

Fiir k € N: Induktion liefert, dass fiir alle k € N, eine in LP(I; B;) konvergente Teilfolge
(%Lf,hg)feN existiert, wobei (n’g)geN C (nffl)geN.

Wir definieren dann die Diagonalfolge (ny)ren fir alle k € N durch ny, := nﬁ

Sei nun € > 0 beliebig, aber fest. Dann existiert nach Schritt 2(b) ein kg € N, sodass
fiir alle £ € N mit k£ > kg gilt, dass

1
ank,thLP(I;Bl) < Ch;? <e.
Da (a_x, he )een eine LP(I; By)-Cauchy-Folge ist, existiert ein ¢y € N, sodass fiir alle
¢ 'PRo
0,0 € N mit £,0 >l gilt, dass

Hanfo,hko - anZ/O’hko HL?’(I;B1) <e¢.

Setze k1 = max{{y, ko} € N. Wegen (an, n, ) keN:k>k < (a,nkO B Jeen gilt fiir alle k, k' € N
¢ "PRQ
mit k, k' > kq, dass

lann. — D b HLP(I§BI) <e.
Wir erhalten schieilich, dass
ank ~ Uny HLP(I?BI) < ||ank,hk = Gy by HLP(I;Bl)

+ 1bnye i e 181y + Wy oy Lo (131
< 3¢,

d.h. (vp, )ken ist eine LP(I; B;)-Cauchy-Folge. Analog zeigt man, dass (wp)nen eine
LP(I; By)-Cauchy-Folge enthélt. SchlieBlich folgern wir mit Schritt 2, dass (uy,)nen eine
LP(I; By)-Cauchy-Folge enthilt. Schritt 1 liefert dann, dass (uy, )nen eine LP(I; B)-Cauchy-
Folge enthélt und damit die Behauptung. O
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