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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist die Formulierung und der Beweis einer direkten Verallgemeinerung
des Hauptsatzes iiber pseudomonotone Operatoren auf ein instationdres Analogon. Der
Hauptsatz tiber pseudomonotone Operatoren umfasst folgende Aussage.

Satz 0.1: (Hauptsatz iiber pseudomonotone Operatoren, [Riz04, Satz 3.59]) Sei
(X, || - |lx) ein reflexiver Banachraum. Der Operator A : X — X* sei pseudomonoton,
beschrankt und koerziv (cf. Kapitel 1). Dann gilt R(A) = X*.

Unter einem instationdren Analogon versteht man dabei, dass bei Evolutionstripel-
Struktur (V, H,7), das heifit V ist ein Banachraum, Hilbertraum H und j : V — H
eine dichte Einbettung, 1 < p < 00, 0 < T < oo, I := (0,7) und einem geeigneten
Operator A : LP(I,V) — L (I,V*) zu beliebigem Anfangswert y, € H und rechter
Seite f € L' (I,V*) ein y € WhPP (I, V,V*) existiert, sodass

dy

— + Ay = f in L' (I, V"),

J(y(0)) = yo in H.

(%)

Dabei bezeichnet % e L¥' (I,V*) die distributionelle Zeitableitung (cf. Lemma 5.4) und
die Wohldefiniertheit der Punktauswertung wird noch geklart (cf. Satz 5.5 (iii)).

Von besonderem Interesse sind Operatoren A : LP(I,V) — L¥(I,V*), die durch ei-
ne Operatorfamilie {A(t)}1er induziert sind, das heifit durch die Vorschrift (Awv)(t) :=
A(t)(v(t)) definiert. Fiir diese tritt die angestrebte Verallgemeinerung in der Literatur
am héufigsten mit der Einschrankung auf, dass man nur Familien monotoner, demiste-
tiger Operatoren betrachtet. So gilt beispielsweise das folgende Resultat, das in dieser
Arbeit in Satz 9.5 bewiesen wird.

Satz 0.2: (Instationdrer Hauptsatz iiber monotone Operatorfamilien) Sei (V, H,j)
Evolutionstripel, V reflexiv, 1 < p < 00, 0 < T < o0, I := (0,T) und {A(t)}+es eine
Operatorfamilie, die den folgenden Bedingungen geniigt:

(i) A()v: I — V*ist fir alle v € V Bochner-messbar und A(t) : V. — V* ist fur fast
alle t € I monoton und demistetig.

(i) [J[A®)v|v+ < aft) —i—,BHvH"),_l fiir fast alle t € I und alle v € V, wobei a € L (I) und
B8 > 0.

(iii) (A(t)v,v)y > M|}, — A(t) fiir fast alle ¢ € I und alle v € V, wobei A € L'(I) und
M > 0.

Sei A : LP(I,V) — L¥ (I,V*) definiert durch (Aw)(t) := A(t)(v(t)). Dann existiert zu
jedem y, € H und f € LV (I,V*) eine eindeutige Losung y € WhP# (I, V,V*) von ().




In den ublichen Beweisen dieses Satzes geht ein, dass die beschriebene Familie monotoner,
demistetiger Operatoren {A(t) }+c; mit der Vorschrift (Awv)(t) := A(t)(v(t)) einen mono-
tonen, demistetigen und damit pseudomonotonen Operator A : LP(I,V) — L¥' (I,V*)
induziert. Absicht dieser Arbeit ist, die Einschrdnkung der Monotonie aufzuheben. Man
betrachtet daher wieder eine Operatorfamilie {A(t)}e; wie in Satz 0.2, ersetzt jedoch
in Punkt (i) Monotonie und Demistetigkeit durch Pseudomonotonie. Hauptschwierigkeit
ist nun, dass sich im Gegensatz zur Monotonie und Demistetigkeit blofle Pseudomono-
tonie der Operatorfamilie {A(t)};er nicht in Pseudomonotonie des durch (Aw)(t) :=
A(t)(v(t)) induzierten Operators A : LP(I,V) — LP (I, V*) vererbt. Ursache dafiir ist,
dass fiir eine Folge (y,,)nen € LP(I,V) und ein y € LP(I,V) aus
n—oo

Y, — yin LP(1,V) und limsup (Ay,,y, — Y)rerav) <0

n—oo

im Allgemeinen nicht folgt, dass

y,(t) "= y(t) in V und limsup (A(t)(y,(t)), ¥, (t) — y(t))y <0

n—00

fiir fast alle t € I, was essenziell wire, um sich an der punktweisen Pseudomonotonie der
Operatorfamilie zu bedienen. In dieser Arbeit 16st man dieses Problem wie folgt. Fordert
man zusitzlich, dass (y,,)nen € LP(1,V)NCO(I, H) und y € LP(I,V) N C°(I, H) mit

y, "=y in C°(1, H).

Dann folgt, dass eine Teilfolge (y,,)nea € LP(I,V)NCY(I, H) mit A C N existiert, sodass

Y, (£) "= y(t) in V (n € A) und limsup (A(t)(y, (1), y,(t) — y())v <0
neA

fiir fast alle ¢ € I. Nun ist man in der Lage, die punktweise Pseudomonotonie der Ope-
ratorfamilie auszunutzen und kann insgesamt zeigen, dass der Operator A : LP(I,V) N
CO(T, H) — L¥ (I, V*) verallgemeinert pseudomonoton ist. Das soll heifien, dass fiir eine
Folge (y,,)nen € LP(I,V)NCO(I, H) und ein y € LP(I,V)NCY(I, H) aus

Yn e y in LP<I7 V) N CO(Ta H) und lim sup <Ayn7 Yn — y>LP(I,V) <0

n—o0

folgt, dass
(AY,y —v)pprv) < liminf (Ay,,, y, —v)re1,v)

fiir alle v € LP(I,V) und Ay, "—° Ay in LP(I,V*). Das ist sehr angenehm, da
LP(I,V) N C°I, H) der natiirliche Energieraum ist, fiir den man a-priori Abschét-
zungen ohne zusitzliche Forderungen an die Rdume und Operatoren erhilt. Zwar lie-
fern gleichméfige a-priori Abschatzungen aufgrund fehlender Reflexivitidt des Raums




LP(I,V) N C°I, H) nicht direkt eine schwach konvergente Teilfolge, jedoch wird sich
zeigen, dass schwache Konvergenz von Galerkin-Losungen in diesem Raum natiirlich ist
und immer gezeigt werden kann. Der Ansatz ist daher nicht einen pseudomonotonen
Operator A : LP(I,V) — L¥ (I,V*), sondern einen verallgemeinert pseudomonotonen
Operator A : LP(I,V)NC%(T,H) — L¥ (I,V*) zu induzieren.

Fiir den Fall eines beschrénkten, pseudomonotonen und koerziven Operators A : LP(I, V) —
54 (1,V*), der durch einen Operator A : V' — V* induziert ist, also von der Form

(Av)(t) = A(v(t)) in V™ fur fast alle t € I und v € LP(1,V)

ist in [Ruz16, Kapitel 3, Satz 2.50] ein Existenzbeweis mit Galerkin-Ansatz zu finden.
Die Existenz der Galerkin-Losungen folgt dort mit dem Satz von Peano (cf. [Ruz04,
Kapitel 1, Satz 2.55]). Die Pseudomonotonie von A : LP(I,V) — LP (I, V*) wird dabei
allerdings gefordert und nicht von A : V. — V* vererbt, wodurch dort die obige Pro-
blemstellung ausgeklammert wird.

In [Ro05, Chapter 8, Theorem 8.27] wird ein Operator A : LP(I,V) — L (I,V*) be-
trachtet, der durch eine Familie pseudomonotoner Operatoren {A(¢)}ier induziert ist,
also von der Form

(Av)(t) = A(t)(v(t)) in V* fur fast alle t € I und v € LP(I,V).

Aufgrund fehlender Stetigkeit in der Zeit ist hier fiir die Existenz der Galerkin-Losungen
der Satz von Caratheodory notwendig (cf. Satz A.18). Hier wird Pseudomonotonie von
A : LP(I,V) — LV (I,V*) nicht vorausgesetzt, sondern wie gewiinscht auf die Pseudo-
monotonie der Operatorfamilie {A(t)}+c; zuriickgegriffen.

Die Argumente dieser Arbeit unterscheiden sich jedoch teilweise von [Ro05]. Insbeson-
dere liefert diese Arbeit das gewlinschte Resultat fiir nur reflexives V' und verallgemei-
nert zusétzlich die stets notwendige Evolutionstripel-Struktur auf den Begriff des Pra-
Evolutionstripels, also wenn nicht mehr V', sondern nur V N H dicht in H einbettet, was
gerade in der Anwendung einen gewissen Spielraum sichert.

Motiviert durch die Betrachtung von verallgemeinert pseudomonotonen Operatoren A :
LP(I,V)NCI, H) — L¥(I, V*), stellt sich weiter die Frage, welche Existenzaussagen
noch moglich sind, falls der betrachtete Operator nicht induziert ist, das heif3t nicht durch
eine Operatorfamilie {A(t) }+c; darstellbar. In [GGZ74, Kap. VI, Satz 1.1] ist ein Exis-
tenzsatz fiir einen nicht induzierten, monotonen, demistetigen und koerziven Operator

A:LP(I,V)NLYI,H) — L (I,V*) + LY (I, H*) bewiesen, der
v=w in V auf [0,t] = Av = Aw in V* auf [0, 1] (%)

erfillt. Fir die Existenz der Galerkinlésungen dient hier eine Verallgemeinerung des




Satzes von Caratheodory [GGZ74, Kap. VI, Lemma 1.3]. Entsprechend betrachtet auch
diese Arbeit Operatoren A : LP(I, V)NCO(I, H) — L¥ (I, V*)+ LY (I, H*), die in erster
Linie durch den Energieraum LP(I,V)NCY(I, H) motiviert sind und deren Gestalt mehr
der Form A : X — X* wie im Hauptsatz tiber pseudomonotone Operatoren entspricht.

Hauptschwierigkeit bei nicht induzierten Operatoren ist, die Existenz von Galerkin-
Losungen zu sichern. Jeder der oben beschriebenen Existenzbeweise verwendet fiir die
Existenz der Galerkin-Losungen, wenn auch implizit, dasselbe Vorgehen aus der Theo-
rie gewohnlicher Differentialgleichungen. Man bedient sich des iiblichen Fixpunktargu-
ments, das auf einer zur Operatordifferentialgleichung dquivalenten Integraldarstellung,
dem Satz von Arzela-Ascoli und einer Version des Fixpunktsatzes von Schauder beruht.
Um die im Fixpunktsatz von Schauder geforderte Selbstabbildungseigenschaft zu erfiil-
len, wird in der Regel nur die Existenz von Kurzzeitlosungen gezeigt und dann mit Hilfe
des iiblichen Fortsetzungsarguments und a-priori Abschétzungen eine globale Losung
konstruiert. Um dieses Fortsetzungsargument anwenden zu kénnen, muss der behandel-
te Operator A zumindest die Eigenschaft (xx) besitzen. In dieser Arbeit muss daher
direkt die globale Existenz der Galerkin-Losungen gezeigt werden. Das Vorgehen beruht
dann im Wesentlichen auf geeignetem Stauchen des untersuchten Fixpunktoperators,
also Erzwingen der Selbstabbildungseigenschaft.

Ein bekanntes Resultat, das ebenfalls ohne Separabilitdt von V' und mit nicht indu-
zierten Operatoren auskommt, geht auf Felix E. Browder zuriick.

Satz 0.3: (Instationdrer Hauptsatz iiber pseudomonotone Operatoren, [Riz04, Satz

3.66]) Sei (V, H,j) Evolutionstripel, V reflexiv, 1 < p < 00, 0 < T < oo und [ :=

(0,T). Des Weiteren sei A : LP(I,V) — LP(I,V*) pseudomonoton, beschrinkt und

koerziv. Dann existiert zu beliebigem f € L¥' (I, V*) ein y € WhP# (I, V,V*), sodass
dy

o Ay =f i LV,

j(y(0)) =0 in H.

Die Schwiche dieses Resultats liegt darin, dass der betrachtete Operator A : LP(I,V) —
Lp/(I , V*) nicht wie gewiinscht verallgemeinert pseudomonoton ist, sondern sogar pseu-
domonoton, was eine stidrkere Forderung ist. Dies hat seinen Ursprung in der betrach-
teten Wachstumsbedingung und dem Nichtausnutzen der zusétzlichen Struktur, die ein
instationdres Problem im Vergleich zu einem stationéren liefert. Gemeint ist die gel-
tende partielle Integrationsformel, die einerseits gleichméfiige a-priori Abschitzungen
in C°(I, H) sichert, andererseits den Zugang ebnet, die Bedingung (M) ins Spiel brin-
gen zu konnen. Diese Arbeit nutzt diese Struktur, indem eine spezielle Bedingung ein-
gefithrt wird, welche die iiblichen Wachstumsbegriffe verallgemeinert und gleichzeitig
leicht handhabbar ist, die sogenannte Bedingung (K). Letztere sichert die notwendigen
a-priori Abschétzungen fiir eine grofle Klasse von Operatoren, die es letztendlich ermog-




lichen Operatoren A : LP(I, V)N C(T,H) — L (I, V*) 4+ LY (I, H*) zu betrachten, die
einer sogenannten verallgemeinerten Bedingung (M) geniigen, das soll heiflen, dass fiir
eine Folge (Y,,)nen € LP(I,V)NCO(I,H) und ein y € LP(I,V) N CO(I, H) aus

y, "=y in LP(I,V)NCY(I, H),
Ay, "2 in LV (I,V*) + LY (I, H*)
und lim sup (AY,,, Yy,) £e(1,v)nLe(1,m1) < (& Y) Lo (1,v)nLa(1,H)-

n—oo
folgt, dass Ay = & in L (I,V*) + LY (I, H*). Bei dieser Bedingung handelt es sich
um eine Verallgemeinerung der verallgemeinerten Pseudomonotonie und der iiblichen
Bedingung (M). Dabei wird Letztere im Hauptsatz iiber pseudomonotone Operatoren
héufig an Stelle der Pseudomonotonie gefordert. Die Betrachtung der verallgemeinerten
Bedingung (M) widerspricht also nicht dem Ziel dieser Arbeit, eine instationéare Verall-
gemeinerung des Hauptsatz iiber pseudomonotone Operatoren zu beweisen.

In Kapitel 1 werden die wichtigsten Definitionen und Resultate aus der Theorie mo-
notoner Operatoren aufgefithrt. Kapitel 2 geht der Frage nach, wie ein Schnitt zwischen
Banachrdumen definiert werden kann, die sich algebraisch in unterschiedlichen Mengen
befinden. Beispielsweise ist der algebraische Schnitt LP(I,V)NC°(I, H) im Allgemeinen
leer, wird allerdings in geeigneter Definition in dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielen.
Kapitel 3 widmet sich den betrachteten Banachraum-wertigen Funktionenrdumen und
ihren Schnitten geméfl dem vorherigen Kapitel. In Kapitel 4 wird die distributionelle
Zeitableitung eingefiihrt. Dabei wird nicht wie in [GGZ74, Kap. V] der Zugang iiber
den allgemeinen Begriff der vektor-wertigen Distribution gewéhlt, sondern der Begriff
der distributionellen Zeitableitung in Analogie zur schwachen Ableitung reellwertiger
Funktionen definiert. In Kapitel 5 wird der Begriff des Evolutionstripels untersucht und
die Grundlage fiir die ordnungsgeméfle Einfithrung verallgemeinerter nichtlinearer Evo-
lutionsgleichungen geschaffen. In Kapitel 6 wird zunéchst das allgemeine Schema des
verwendeten Galerkin-Ansatzes vermittelt, welches anschliefend im Beweis eines Exis-
tenzsatzes fiir den Fall eines separablen Bildbereichs V' und nicht induzierten Operators
A:LP(I,V)NCY(T, H) — LP (I,V*)+ LY (I, H*) Verwendung findet. Dessen Resultate
werden in Kapitel 7 wiederum auf den Fall eines nur reflexiven Bildbereichs V' verallge-
meinert. In Kapitel 8 wird das Pra-Evolutionstripel eingefiihrt und ein entsprechender
Existenzsatz bewiesen. Kapitel 9 widmet sich einem Existenzsatz fiir Operatorfamilien
und dabei vor allem hinreichenden Bedingungen an diese Operatorfamilien, sodass die
induzierten Operatoren den Voraussetzungen der Existenzsitze aus Kapitel 6 bis 8 genii-
gen. Kapitel 10 stellt sich schliellich der Frage, welche Existenzaussagen noch moglich
sind, wenn die Regularitit der Losung nicht mehr ausreicht, um die verallgemeinerte
partielle Integrationsformel zu erfiillen.







Notation

Diese Arbeit orientiert sich wesentlich an folgender Notation:

Vy Uy Ty Y, 2, e
x* Yyt 2, .
V, U, T, Y, 2, ..
¥

Ag, B, A, ...
Ay, B A, ...
X.,Y,Z, ...

X5 Y, 75
(X,Y)

Xﬂj Y

J

Alix.iv)
v
H
(V. H,j)

Elemente aus Banachrdumen,

lineare, stetige Funktionale,

Banachraum-wertige Funktionen,

Funktion aus C§°(I) oder C*°(1),

Operatoren zwischen allgemeinen Banachrédumen,

Operatoren zwischen Rdumen Banachraum-wertiger Funktionen,

allgemeine Banachraume,

Dualrdume,

kompatibles Paar, siche Definition 2.2,

X-Schnitt von X und Y beziiglich j, siehe Definition 2.3,

allgemeine Einbettung j : X — Y, siehe Definition 2.1, oder
Schnitteinbettung j : X N; Y — Y zu kompatiblem Paar, sieche Definition 2.3,
Dualraum von X N; Y, siche Satz 2.8,

Einschréankung von A : X N; Y — X* auf X Nj, Yo, siehe Lemma 2.17,
Banachraum in (Pré-)Evolutionstripel-Struktur,

Hilbertraum,

Evolutionstripel oder Pra-Evolutionstripel, siehe Definition 5.1 oder 8.1,
kanonische Einbettung zu Evolutionstripel (V, H, j), siche Lemma 5.2,
kanonische Injektion zu Pra-Evolutionstripel (V, H, j), siche Bemerkung 8.2,

Integrabilitdtsexponenten p, q € [1, 0],

1 1
zu p € [1, 00] konjugierter Exponent p’ € [1, 00|, sodass — + - =1,
p p

Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen,

Raum der Testfunktionen mit kompakt in I enthaltenem Trager,

Raum der auf I stetigen Funktionen mit Werten in X,

Raum der auf I k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in X,
Menge der einfachen Funktionen auf I mit Werten in X,
Bochner-Lebesgue-Raum, siehe Definition 3.8,

Bochner-Sobolev-Raum beziiglich Einbettung j, siehe Definition 4.3,
entspricht C°(T, H) bei Pri-Evolutionstripel,

entspricht LP(I,V') oder LF(I,V))n; L(I, H) bei (Pri-)Evolutionstripel,
entspricht LP(I,V N; H) Ny L(1, H) bei Pra-Evolutionstripel,

ist Teilraum von Wel’p’q/(l ,V,V*) bei Evolutionstripel,

ist Teilraum von W24 (I, V N; H,V* 4+« H*) bei Pra-Evolutionstripel,
Bochner-Sobolev-Raum beziiglich Einbettung e s, siehe Definition 8.3,




(- )x
(- )m
I 1lx
I vy
|

a
—
N

1

Dualitatsprodukt auf X™* x X,

Skalarprodukt auf Hilbertraum H,

Norm auf Vektorraum X,

Operatornorm auf Raum der linearen, stetigen Operatoren £(X,Y),
Absolutbetrag oder eindimensionales Lebesgue-Ma$,

starke Konvergenz,

schwache Konvergenz,

x-schwache Konvergenz,
X — Y entspricht X bettet in Y ein, sieche Definitionen 2.1
X —— Y entspricht X bettet kompakt in Y ein,

distributionelle Zeitableitung (beziiglich Einbettung j), siche Definitionen 4.1,

klassische k-te Zeitableitung,

Komplement der Menge A,

Abschluss beztiglich Topologie 7, 7 = || - || x im Falle einer Normtopologie,
schwache Topologie auf Banachraum X,

lineare Hiille von M,

konvexe Hiille von M,

effektiver Definitionsbereich der Abbildung A,

Wertebereich der Abbildung A,

Graph der Abbildung A,

abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 7 im Raum X,

n-dimensionale Lebesgue’sche Sigma-Algebra tiber (2.




1 Stetigkeits- und Wachstumsbegriffe

Zunéchst sollen die verwendeten Stetigkeits- und Wachstumsbegriffe aufgefithrt werden.

Definition 1.1: (Stetigkeitsbegriffe) Seien (X, | - ||x) und (Y, | - |ly) Banachriume. Dann
bezeichnet man den Operator A: D(A) C X —» Y als

(i) stetig, falls gilt: 2, "=z in X = Az, "= Az inY.
ii) schwach stetig, falls gilt: =, "0 in X = Az, "2 Az in Y.
g g
(iii) demistetig, falls gilt: 2, "= 2 in X = Az, "= Az in Y.
(iv) stark stetig, falls gilt: =y, "I in X = Az, "5 Az in Y.

(v) kompakt, falls A: D(A) C X — Y stetig und fiir alle beschrankten M C D(A) C X das
Bild A(M) CY relativ kompakt ist.

(vi) beschrénkt, falls fir alle beschrénkten M C D(A) C X auch A(M) C Y beschrankt ist.
(vii) lokal beschrankt, falls zu x € D(A) Konstanten €, > 0 existieren, sodass fiir alle
v € D(A) gilt:
lz—vlx <6 = [Av]ly <e.

(viii) pseudomonoton, falls Y = X* und fiir (25 ),eny € D(A) und € D(A) aus

2 "= 2z in X und limsup (Azp, 2, —2)x <0
n—oo

folgt, dass fiir alle y € X

(Az,x = y)x < liminf (Azg, 20 — ).

(ix) vom Typ (M) oder geniigt der Bedingung (M), falls Y = X™* und fiir (zp),en € D(A)
und z € D(A) aus
Ty "2 in X,
Az, "2 in X

und limsup (Azy, xn)x < =)x
n—oo

folgt, dass Az = £ in X™.

Lemma 1.2: Seien (X, | |/ x) und (Y, - |y) Banachrdume. Dann gilt:
(i) Ein linearer, kompakter Operator A : X — Y ist stark stetig.
(ii) Falls X reflexiv ist, ist ein stark stetiger Operator A : X — Y kompakt.

Beweis: Punkt (i) folgt aus dem Teilfolgenargument (cf. Lemma A.1), da fiir eine schwach
konvergente Folge (zp)nen € D(A) € X die Folge (Axn)pen € Y relativ kompakt ist und
aufgrund der schwachen Stetigkeit von A : X — Y nur einen starken Haufungspunkt ndmlich
Az €Y besitzt. Punkt (ii) zeigt man wie in [RUz04, Kapitel 3, Lemma 1.4 (i)]. ]




Kapitel 1. Stetigkeits- und Wachstumsbegriffe

Definition 1.3: (Wachstumsbegriffe) Sei (X, | -] x) ein Banachraum. Dann heifit der Ope-
rator A: D(A) C X — X*

(i) monoton, falls (Ax — Ay,x — y)x > 0 fiir alle z,y € D(A).
(ii) strikt monoton, falls (Az — Ay, x — y)x > 0 fiir alle 2,y € D(A) mit = # y.

(iii) koerziv, falls D(A) unbeschrinkt ist und lm, oo % = 00.
z€D(A)
Lemma 1.4: (Lokale Beschrinktheit monotoner Operatoren) Sci (X, | - ||x) ein Ba-

nachraum und A : X — X* monoton. Dann ist A : X — X* lokal beschrankt.

Beweis: Siche [GGZ74, Kapitel I1I, Lemma 1.2]. [ |

Das folgende Lemma ermoglicht, auch Bilder von Galerkinlésungen unter Operatoren mit nicht
beschréankten Anteilen zu kontrollieren, solange diese monoton sind. Dabei handelt es sich um
eine Erweiterung von [GGZ74, Kap. III, Folgerung 1.2], die in dieser angepassten Form spéter
besser angewendet werden kann.

Lemma 1.5: (Beschranktheitskriterium fiir monotone Operatoren) Sei (X, | - ||x) ein
Banachraum und A : X — X* monoton. Des Weiteren sei S C X eine Menge, sodass eine
Funktion A : S — [0,1] und Konstanten M, C > 0 existieren mit

Isllx <M
und h(s)(As,s)x < C

fiir alle s € S. Dann existiert eine Konstante K := K(C, M, A) > 0, sodass
[h(s)As|x+ < K

fir alle s € S.

Beweis: Da A: X — X* nach Lemma 1.4 lokal beschriankt ist, existieren Konstanten €,d > 0,
sodass

||Az||x+ < e fur alle z € X mit ||z]|x <.

Mit einer skalierten Version der Normformel und der Monotonie von A : X — X* gilt schlieflich

h(s)As|| e = sup “h(s)(As,z)x

llzllx =4

< sup %h(s) ((4s,8)x + (Az,x — s)x)
llzll x =6

S%(C—i—a(é—&—M))::K

fir alle s € S. [ |
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2 Schnitte von Banachraumen

Wie bereits angedeutet spielt in der folgenden Existenztheorie der Schnitt LP(I,V) N CO(T, H)
bei Evolutionstripel-Struktur (V, H,j) (cf. Definition 5.1) eine entscheidende Rolle. Zunéchst
steht allerdings noch die Frage der Sinnhaftigkeit des verwendeten Schnitts im Raum. Ein blofler
algebraischer Schnitt verfehlt sein Ziel, denn dieser wére im Allgemeinen leer. Gleichzeitig gelten
jedoch die Einbettungen

COT, H) — LP(I, H) und LP(I,V) < LP(I, H),

wobei j : LP(I,V) — LP(I, H) durch (jv)(t) := j(v(t)) definiert ist (cf. Lemma 3.10 (ii) und Satz
3.14 (ii)). Die Idee besteht nun darin, die Bilder dieser Einbettungen in LP(I, H) algebraisch zu
schneiden, denn dieser Schnitt ist nichtleer. Dies entspricht der iiblichen funktionalanalytischen
Definition des Schnitts von Banachrdumen, wie er in der Literatur, beispielsweise in [BS8S,
Chapter 3, 1. Interpolation Spaces] zu finden ist. Da man sich in der spiteren Existenztheorie
am hdufigsten in LP(I,V) beziehungsweise dessen Dualraum aufhélt, zieht man nun zusétzlich
diesen Schnitt unter j nach LP(I, V') zuriick. Dies hat den Vorteil, dass man stets in derselben
Menge aufhilt und weniger Einbettungen und Identifikationen notwendig sind.

Ziel dieses Abschnitts ist es also, allgemeine und hinreichende Bedingungen an Banachriaume
anzugeben, die es ermoglichen, einen solchen zuriickgezogenen Schnitt nach dem beschriebenen
Schema zu definieren. Des Weiteren wird dieser Schnitt auf Eigenschaften wie Vollstandigkeit,
Reflexivitét, Separabilitdt und Darstellung der Dualitdat untersucht. SchliefSlich werden mit dem
neu definierten Schnitt und seiner untersuchten Topologie Verallgemeinerungen der Begriffe Pseu-
domonotonie und Bedingung (M) eingefiihrt.

Definition 2.1: (Einbettung) Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Vektorrdume und j :
X — Y linear, stetig und injektiv. Dann nennt man j eine Einbettung und schreibt

x4y
Fir X CY und j =idyx schreibt man einfach X — Y.

Definition 2.2: (Kompatibles Paar) Seien (X, || -|x) und (Y, || - |y) Banachriume, sodass
Einbettungen ex : X — Z und ey : Y — Z in einen hausdorffschen, topologischen Vektor-
raum (Z,7z) existieren. Dann bezeichnet man die Struktur (X,Y) := (X,Y, Z,ex,ey) als ein
kompatibles Paar.

Definition 2.3: (Zuriickgezogener Schnitt von kompatiblem Paar) Sei (X,Y) ein kom-
patibles Paar. Dann ist

j=jxy =eylex ex (Rlex)NRey)) C X =Y
wohldefiniert und es bezeichne
X N;Y :=ex (Rlex) N Rey))

den X-Schnitt von X und Y beziiglich j. Des Weiteren bezeichne j die zugehorige Schnit-
teinbettung. Im Fall X,Y C Z mit ex = idx und ey = idy setzt man X NY := X N; Y.

11



Kapitel 2. Schnitte von Banachraumen

Satz 2.4: (Vollstandigkeit von X N;Y) Sei (X,Y) ein kompatibles Paar. Dann ist X N; Y’
ein Vektorraum und versehen mit der Norm

|- xmy =1 lIx + 117 [y
ein Banachraum.

Beweis: Da R(ex) N R(ey) ein Vektorraum ist und e)_(1 : R(ex) N R(ey) — X wohldefiniert

und linear, tragt auch X N; Y := e)_(1 (R(ex) N R(ey)) Vektorraumstruktur. Insbesondere ist

j:e{,leX:XﬂjY%Y
linear und injektiv. Versieht man nun X N; Y mit der durch die Norm

- lxmyy = 11 lx + 17 - lly

erzeugten Topologie, dann ist j : X N; ¥ — Y stetig. Es bleibt Vollstdndigkeit zu priifen. Sei
also (zn)pen € X N; Y eine Cauchy-Folge. Dann sind (2, ),en € X und (j25,),en € Y Cauchy-
Folgen und mit der Vollstdndigkeit von X und Y folgt die Existenz von Elementen z € X und
y € Y, sodass

— .
Tp = zin X,
. — .
jan "y in Y.
Die Stetigkeit von ex : X — Z und ey : Y — Z liefert dann, dass
n—oo .
exrn, — exxin Z,
. n—oo .
exTn =eyjxry, — eyyin Z.

Da Z ein hausdorffscher, topologischer Vektorraum ist, muss damit exx = eyy in Z gelten. Das
heifit x € X N; Y mit y = e;lexx =jx in Y und z, "2 2 in Xn;Y. |

Bemerkung 2.5:

(i) Konsistenz: Sind (X, |- || x) und (Y, -|ly) Banachrdume, sodass eine Einbettung j : X — Y
existiert, dann definiert (X,Y) = (X,Y,Y,j,idy) auf natiirliche Weise ein kompatibles
Paar mit Mengengleichheit X M; Y = X und Norméquivalenz | - [|xn;y ~ || [ x.

(ii) Kommutativitdt bis auf Isomorphie: Die Notation X N;Y gibt also an, dass man sich in X
befindet und diese Menge tiber j stetig in Y einbettet. Fur ein kompatibles Paar (X,Y) ist
immer auch Y Nj-1 X als Teilmenge von Y, die iiber j~1 = e)_(ley stetig in X einbettet,
wohldefiniert. Man sieht leicht ein, dass

j:XﬂjY%Yﬂj—lX

ein isometrischer Isomorphismus ist. Damit ist der Schnitt bis auf isometrische Isomorphie
kommutativ.

(iii) Eingeschrankte ldentitdt: Um zu unterscheiden beziiglich welcher Topologie man die Iden-
titdt auf X N; Y betrachtet, bezeichne nun . : X N; ¥ — X mit Yo = x die Identitét
interpretiert als stetiger Operator beziiglich der || - || x n,y-Topologie.

12
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Lemma 2.6: (Assoziativitat des zuriickgezogenen Schnitts) Seien (X,Y) = (X,Y, Z, ex,ey)
und (Y, W) = (Y, W, Z, ey, eyyy) kompatible Paare und i := e;VleX,j = e;lex sowie k := e;Vley.
Dann existieren die folgenden Schnitte und es gilt

(XﬂjY)ﬂiWZXﬂj(YﬂkW)

mit Normgleichheit || - || xn,vyn,w = || - [[xn; (vrw)-

Beweis: Offensichtlich sind (X N; Y, W, Z, ey j,ew) und (X,Y Ng W, Z, ex, ewk) kompatible
Paare mit

(XN Y)W = ey (Rleyj) N R(ew))
(

= ex"(R(ex) N Rley) N R(ew))

= ey (R(ex) N R(ewk))

=XnN; (Y N W).
Die Normgleichheit ergibt sich direkt aus der Definition der Schnitt-Norm geméf Satz 2.4 mit
i=kjauf (XN; Y)W =Xn; (Y n,W). |
Lemma 2.7: (Summe von Bildern als Banachraum) Scien (X, || - |x) und (Y, - |ly)

Banachriaume, (Z,7) ein hausdorffscher, topologischer Vektorraum sowie lx : X — Z und ly :
Y — Z linear und stetig. Dann ist R(lx) + R(ly) C Z versehen mit der Norm
max{||z| x, [lylly} fir z € R(lx) + R(ly)

S
120l Rax)+ Ry me)l(r,lyey

z=lxx+lyy

ein Banachraum.

Beweis: Zunichst gilt es die Normeigenschaften zu priifen, wobei Homogenitdt und die Drei-
ecksungleichung offensichtlich sind, sodass nur noch Definitheit zu zeigen bleibt. Ist nun z €
R(lx)+R(ly), sodass [|2]| r(ix )+ R(1y) = 0. Dann existieren Folgen (zy,)peny € X und (yn)nen €Y

mit 2z = LxZn + by Yn, ||2nllx < 1/n und |y, |ly < 1/n. Das heift 2, "= 0 in X und y, "= 0
in Y, woraus mit der Stetigkeit von Ix und ly die Konvergenz z = Ixx, + lyyn "0
in Z folgt. Da Z ein hausdorffscher topologischer Vektorraum ist, muss deshalb bereits z =
0 in Z gelten. Damit definiert || - [|g(y)4R(1,) €ine Norm, sodass nur noch die Vollsténdig-
keit zu priifen bleibt. Hierzu nutzt man, dass ein normierter Raum genau dann vollstiandig
ist, wenn absolut konvergente Reihen konvergieren. Sei also (zn)nen € R(lx) + R(ly) abso-
lut konvergent, das heit 2%, [[2nllrx)+Rr(y) < ©0- Zu jedem n € N existieren z, € X
und yn € Y mit 2, = Ixan + lyyn und max{{|lzn|x, [[ynlly} < l|znllrix)+ray) + 27" das
heift Y07 ; max{||lzn|lx, |ynlly } < oo. Da X und Y vollstdndig sind, existieren die Grenzwerte
zi=3 C x,in Xund y =) 7 yp in Y. Setze nun z := Ixx + lyy in Z. Dann gilt mit der

o]
Definition von H . ||R(lX)+R(ly)
00 o]
lX< Z xn>+lY< Z yn>

n=m+1 n=m+1

m

zfg Zn
n

=1

R(lx)+R(ly)

R(lx)+R(ly)
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o0 [e%e) 00
s
< max > x|l Ll D tm < Y max{|lzax, lyally} "= 0. L
n=m+1 X n=m-+1 Y n=m+1

Satz 2.8: (Eigenschaften von X N;Y) Sei (X,Y) ein kompatibles Paar. Dann gilt:
(i) Fiir reflexive X und Y ist X N; Y reflexiv.
(ii) Fiir separable X und Y ist X N; Y separabel.

(iii) Es gilt folgende Darstellung der Dualitét

(X N Y)* = R(I*) + R(j*) = X* 4 Y.

Stattet man zusitzlich X* +;+« Y* mit der Norm || - \\X*+j*y* = || [|r(s*)+R(=) aus
Lemma 2.7 aus, dann gilt Normgleichheit || - ||X*+j*y* =] ||(ijy)*.

Beweis:

ad (i) Es sei der Produktraum X x Y mit der Summennorm ||(z,%)7 || xxy = llzllx + |ylly

versehen. Dann liefert die Abbildung
L:XN;Y = G(j) C X xY mit Lz := (S, jo)"

einen isometrischen Isomorphismus. Sind nun X und Y reflexiv, dann auch X x Y, was
sich unmittelbar aus dem Satz von Tychonoff (cf. Satz A.2) ergibt. Die Vollsténdigkeit von
X N; Y (cf. Satz 2.4) und die Isometrie L liefern, dass G(j) abgeschlossen ist und damit
selbst reflexiv. Die Isomorphie bewirkt schlielich, dass auch X N; Y reflexiv ist.

ad (ii) Sind X und Y separabel, dann auch X x Y und somit G(j). Da L ein isometrischer
Isomorphismus ist, muss auch X N; Y separabel sein.

ad (iii) Man geht in drei Schritten vor:
1. Schritt: (Charakterisierung von (X x Y)*) Bezeichnen

x : X XY = X mit 7y (z,y)] =z,

Ty : X XY — Y mit 7ry(ac7y)T =y
die kanonischen Projektionen auf X x Y und

tx : X > X XY mit exx = (z,O)T,

by 1Y = X x Y mit tyy == (0,y)"

die kanonischen Inklusionen. Dann ist offensichtlich R(7%) + R(7y) C (X x Y)*.
Insbesondere gilt wegen idxxy = tx7x + tymy, dass

(X X Y)* =R ldXXY)

(
(Txtx +myiy)
(
(

TX LX) (WYL*Y)

R
R
R(mx) + R(7y).

N 1N

14
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Dabei wurde von den Rechenregeln aus Satz A.11 und den fiir lineare Operatoren
A, B, C geltenden Inklusionen R(A + B) C R(A) + R(B) und R(CA) C R(C) Ge-
brauch gemacht. Insgesamt gilt also R(7%) + R(7y,) = (X x Y)*.

2. Schritt: (Charakterisierung von (X N; Y)*) Nun ist R(L) = G(j) abgeschlossen und
N(L) = {0}, sodass der Satz vom abgeschlossenen Bild (cf. Satz A.13) wiederum
liefert, dass

(XN, Y)" =N(L)*
= R(L")
= L*(R(rx) + R(my))
= L*R(r%) + L*R(7y)
= R((nxL)") + R((ry L))
=R(I7) + R(j") = X" 45 Y.
Dabei wurde im fiinften Gleichheitszeichen von der fiir lineare Operatoren geltenden
Identitdt AR(B) = R(AB) Gebrauch gemacht.
3. Schritt: (Normgleichheit) Sei z* € (X N; V)" = X* 4+« Y* und 2* € X*, y* € Y*
beliebig, sodass z* = #*x* 4+ j*y*. Dann gilt

12" (xm,vys = sup (@ 2)x + (y" o)y
lzllxn,y <1

< osup max{[lz"(x< [y v+ Hlllx + [l7zlly)
lellxnv <1

< max{||z* | x+, [y [[y~}-

Das heiBt [|2*[|(xn,v)* < [[2"[[x*+,.v+. Nach dem Satz von Hahn-Banach (cf. Satz
A.4) existiert ein Fortsetzungsoperator & : G(j)* — 2(X>¥)" mit

(f, (@, j2) ) x v = (g, (2, j2) ") gy wd || fllxxyye = l9llag):
fir alle x € X N; Y, f € Zg und g € G(j)*. Dann gilt fiir f € F(L*)"1z%,
TF = foix € X* und §* := f oy € Y* wie man leicht einsieht z* = £*T* + j*7*
in X* 4+ Y*, das heifit
125 x5 ve < max{[IZ]x=, [T [y+} < [1fllxxvys

=1L = lagy- = 12"l xn vy~ L

Folgerung 2.9: (Charakterisierung von schwacher Konvergenz) Sei (X,Y) ein kompa-
tibles Paar. Dann gilt

n—oo .
Tn — win XN;Y

genau dann, wenn

n—oo . . n—oo . .
Tp, — xin X und jx, — jxinY.

Beweis: Folgt direkt aus Satz 2.8 (iii). ]
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Lemma 2.10: Sei (X,Y) ein kompatibles Paar mit reflexivem X. Dann folgt fiir eine Folge
(Zn)nen € X N; Y und ein z € X N; Y mit

sup ||zn|lx < oo und jz, "= jz in Y,
neN

n—oo .
dassxp, — zin X N;Y.

Beweis: Sei (zn)pea € X N; Y mit A C N eine beliebige Teilfolge. Dann ist (2, )pen €
X insbesondere beschrinkt. Aus dem Satz von Eberlein-Smuljan (cf. Satz A.7) folgt jetzt die
Existenz einer Teilfolge (2)nep, € X N; Y mit Ay C A und eines Elements Z € X, sodass

n—oo ~

Tn — Zin X (n € Ay).

Es ist ((2n,j2n)T )nea, € G(5). Da schwache Konvergenz aller Komponenten schwache Konver-
genz im Produktraum impliziert, gilt mit den obigen Uberlegungen zusitzlich

(@n, )" "= (&, jo)T in X x Y (n € Ay).

Dabei ist der Produktraum X x Y wieder mit der Summennorm ||(z,y)” || xxy := [|=|lx + |lylly
versehen und G(j) wie im Beweis von Satz 2.8 gezeigt abgeschlossen beziiglich der || - ||xxy-
Topologie und damit schwach abgeschlossen, da gleichzeitig konvex. Folglich muss

(z,jx)" € G(j) also & € X N; Y mit jo = jZ inY

gelten. Mit der Injektivitdt von j : X N; Y — Y muss insbesondere x = Z in X N; ¥ sein. Die
Charakterisierung der schwachen Konvergenz in Schnitten (cf. Folgerung 2.9) liefert also

n—oo

T, — xin XN;Y (n€A).

Damit ist € X N; Y schwacher Haufungspunkt jeder Teilfolge von (xy)n,eny € X N Y. Das
Teilfolgenargument (cf. Lemma A.1) liefert schlieBlich, dass

n—oo .
Tpn — win XN;Y. [ |

Folgerung 2.11: Sei (X,Y) ein kompatibles Paar und (X', |||/ x/) und (Y, ||-||y+) Banachriu-
me, sodass X’ < X* und Y’ < Y*. Dann ist der Raum

X’ + 5% Y .= R(#*idx/) + R(j*idy) C X* +5* Y*
versehen mit der Norm

* L . / /
I ey i=,_ink, a1}
2*:j*$/+j*y,

ein Banachraum und es gilt

X' +j* Y X* —‘rj* Y*.
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Beweis: Aus Lemma 2.7 folgt direkt, dass X’ +;+ Y’ mit der angegebenen Norm ein Banach-
raum ist. Wegen X’ — X* und Y/ — Y* existieren insbesondere Konstanten Cx,Cy+ > 0,
sodass || - ||x* < COx/|| - || xr auf X' und || - ||y= < Cy/| - [y auf Y’. Das heifit

. * *
oL e e )
z’:ﬂ*a:*Jrj*y*

1 / /
ot maxl e, 1)
z’:,ﬂ*z'-‘,—j*y/

12/ x4 juye =

IN

IN

max{Cxr, Cyr}_inf, (o' I3/}
Z/:j*qy/,/_,’_j*yl

= max{Cx, Oy}l x74 v

fiir alle 2/ € X’ + 5% Y’ und damit X’ + 5% Y — X* + Y*. ]

Definition 2.12: (Verallgemeinerte Pseudomonotonie) Sei (X,Y) ein kompatibles Paar.
Dann heifit der Operator A : D(A) € X N; Y — X* verallgemeinert pseudomonoton, falls
fiir eine Folge (zn)pen € D(A) und = € D(A) aus

T = in X N; Y und limsup (Azy,z, —2)x <0
n—oo

folgt, dass fiir alle y € X

(Az,z — y)x <liminf (Axy, z, —y)x.
n—oo

Definition 2.13: (Verallgemeinerte Bedingung (M)) Sei (X,Y) ein kompatibles Paar.
Dann gentigt der Operator A : D(A) € X N; Y — X* der verallgemeinerten Bedingung
(M), falls fiir eine Folge (xn)peny € D(A) und € D(A) aus

n—oo

Tp — win XN;Y,
n—o0 .
Az, = ¢in X7,

und limsup (Azn, zn)x < (£, 2)x
n—oo

folgt, dass Az = & in X*.

Bemerkung 2.14: (Konsistenz)

(i) Ist (X,Y) ein kompatibles Paar und A : X — X* pseudomonoton oder geniige der Bedingung
(M), dann ist wegen X N; ¥ — X die Einschrankung A : X N; ¥ — X* verallgemeinert
pseudomonoton beziehungsweise geniigt der verallgemeinerten Bedingung (M).

(ii) Sind (X, - |lx) und (Y,] - ||ly) Banachrdume, sodass eine Einbettung j : X — Y existiert.
Dann gilt geméf Bemerkung 2.5 (i) die Mengengleichheit X = X N; Y mit Norméquiva-
lenz, sodass verallgemeinerte Pseudomonotonie und verallgemeinerte Bedingung (M) mit
Pseudomonotonie beziehungsweise Bedingung (M) zusammenfallen.
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Lemma 2.15: (Vergleich der Begriffe) Sei (X,Y) ein kompatibles Paar. Ist der Operator
A:D(A) C XN; Y — X* verallgemeinert pseudomonoton, dann geniigt er auch der verallge-
meinerten Bedingung (M).

Beweis: Sei (zy),en € D(A) eine Folge, die

n—oo .
T, — xin XN;Y,
n—oo

Az, — ¢in X*
und limsup (Azn, zn)x < (£, 2)x

n—oo

erfiillt. Mit der verallgemeinerten Pseudomonotonie folgt unmittelbar, dass
(€2 —y)x = liminf (Azp, 2p —y)x > (Az, 2 —Y)x
n—oo

fiir alle y € X und daraus Az = £ in X*. Das heifit A : XN;Y — X* geniigt der verallgemeinerten
Bedingung (M). [

Lemma 2.16: (Stetigkeitseigenschaft der verallgemeinerten Bedingung (M)) Sei
(X,Y) ein kompatibles Paar mit reflexivem X. Der Operator A : D(A) € X N; Y — X* geniige
der verallgemeinerten Bedingung (M) und sei lokal beschrankt. Dann ist A : D(A) C X N; Y —
X* zusétzlich demistetig.

Beweis: Es gelte also z,, "—° z in X N; Y fiir (zn)peny € D(A) und z € D(A). Dann ist
(Azp)pen € X™ beschrénkt. Die Reflexivitat von X* liefert nun zusammen mit dem Satz von
Eberlein-Smulian (cf. Satz A.7) die Existenz einer Teilfolge (Axy)ep € X* mit A C N und eines
¢ € X*, sodass Az, "= € in X* (n € A) und damit

llrrLri)solép (Azp, zn)x = lim (Azp,xn)x = (£, 2) x.
neA neA

n—oo

Die verallgemeinerte Bedingung (M) liefert nun Az = ¢ in X*, das heift Az, — Az in
X* (n € A). Da diese Argumentation fir jede Teilfolge von (x)nen und damit auch von
(Azp)pen C X* gilt, ist Az € X* schwacher Haufungspunkt jeder Teilfolge von (Azy),en © X
Das Teilfolgenargument (cf. Lemma A.1) liefert schlieBlich, dass A = N gew#hlt werden kann
und damit

Azy, "= Az in X
Schliellich ist A : D(A) € X N; Y — X* demistetig. [ |

Von besonderer Bedeutung gerade im Hinblick auf das spéater zu konstruierende Galerkin-Verfahren
ist, Operatoren auf Teilrdume des urspriinglichen Definitionsbereichs zu beschréinken und zu un-
tersuchen, inwiefern sich ihre Eigenschaften ver- und erhalten. Dabei zeigt sich, dass die oben
eingefiihrten Begriffe stabil unter solchen Einschrankungen sind.
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Lemma 2.17(Einschrankung der Operatoren auf Unterraume) Sei (X,Y) = (X,Y, Z,ex,ey)
ein kompatibles Paar. Sind (Xo, || - [[x,) und (Yo, - |ly,) Banachrdume, sodass Einbettungen
Jjx : Xo — X und jy : Yp — Y existieren. Dann ist (Xo,Y)) := (Xo, Y0, Z,exjx,eyjy) ein
kompatibles Paar mit zugehériger Schnitteinbettung

jo = (eyjy) exix = (jy) 'dix : Xo Nj, Yo = Yo

und es gilt
Xony, Yo i3 X0, Y.
Sei weiter A : X N; Y — X ein Operator. Bezeichne dann den Operator
A(jXJY) = jxAjx : XoNj, Yo — X§
als die Einschrinkung von A beziiglich (jx,jy). Dann gilt:
(1) (A(yg.iv)¥: T)xo = (Alixy, jxz) x fiir alle y € XoNj, Yo und z € Xo.
(i) Ist A: X N; Y — X* beschrénkt, dann auch A(;, ;. : Xo Nj, Yo — Xg.

(iii) Sind X und Xj reflexiv, Ap : X — X* monoton und B : X N; Y — X* beschrankt, sodass
A:=Ag+B:XN;Y = X* der verallgemeinerten Bedingung (M) geniigt, dann geniigt
auch A(ijjY) : XoNj, Yo = X der verallgemeinerten Bedingung (M) und ist demistetig.

Beweis: Esist offensichtlich (Xg, Y) := (X0, Yo, Z, exjx, ey jy) ein kompatibles Paar im Sinne
von Definition 2.2 und der Schnitt X Nj, Yo mit zugehdriger Schnitteinbettung
jo = (eyjy) Texix = (jy) 'dix : Xo Njy Yo = Yo

ist wohldefiniert. Des Weiteren ist nach Definition des zuriickgezogenen Schnitts (cf. Definition
2.3)

Xo Nj Yo = (exjx) " (R(exjx) N Reyjy))
= jy (ex (R(exjx) N Rleyjy)))
Cjx'(ex' (R(ex) N R(ey))) = jx (X N; Y)
mit

lixzllxny = lixzllx + liixzlly
= |lixzllx + ljyjox|y
< max{|lx Il 2 xo,x): vl £vo, ) 2l x50 + g0z lly,)

= max{[[lixll £xo, x5 13y Il 2eve, vy I x0n;, Yo

fiir alle 2 € Xg N, Yo. Es gilt also XoNj, Yo &5 X N; Y.

ad (i): Folgt direkt aus der Definition von A(; i)+ Xo Nj, Yo — X{.

ad (ii): Folgt aus der Einbettung Xo Nj, Yo 8 x N; Y zusammen mit der Beschrdnktheit von
Jx X' = Xgund A: X N; Y — X
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ad (iii): Sei (zn)nen € Xo Ny, Yo eine Folge, sodass

2y, =2 in X Nj, Yo & x n; Y,
Al jyytn =€ in X§
und lim sup (A(jXJY):Un,xn}XO < <§,$>Xo-

n—oo

Dann existieren insbesondere Konstanten M, M’ > 0, sodass
!/
[#nllxon;,vo < M und [|Ag jiyonllxy <M

fiir alle n € N. Nach Punkt (ii) ist B(;, ;) : XoNj, Yo — Xg beschrinkt. Damit existiert
auflerdem eine Konstante C' > 0, sodass ||B(jX7jy)$n||Xg < C fiir alle n € N. Insgesamt
ergibt sich

(AojxTn, JxTn)x = (A(ix jy)Tn> Tn) Xo — (B(jx jy ) Tns Tn) Xo
< (IAGxpnllxg + 1By @l xp)llznllx, < (M +C)M

fiir alle n € N. Des Weiteren ist wegen Xo Nj, Yo & x N; Y auch die Folge (jxn)nen €
X N; Y beschrénkt. Nun liefert Lemma 1.5 wegen der Monotonie von Ag : X — X*
fir S = (JxTn)nen € X und h = 1 eine Konstante K > 0, sodass ||Agjxan|x+ < K
fiir alle n € N. Die Beschrénktheit von B : X N; Y — X* sichert dann insgesamt, dass
(Ajxn)nen C X* beschrankt ist. Die Reflexivitdt von X* zusammen mit dem Satz von
Eberlein-Smulian (cf. Satz A.7) liefert nun eine Teilfolge (Ajxan)pen € X* mit A C N
und ein n € X*, sodass

Ajxan, "= in X* (n € A).
Da j% : X* — X_j schwach stetig ist, gilt insbesondere
Alix jy)Tn = JxAjxTn e Jxnin Xg (n € A),
das heifit j%n = ¢ in X;j. Schliefilich ist

lim sup (AjxTn, jxTn)x = lim sup (AGix jy)Tns Tn) Xo
neA neA

< lim sup <A(jX’jy)xn7 Tn) X,
n—oo

< <€"r>X0 = <j}k(77ax>Xo = <nva$>X-

Da wegen Xo Mj, Yo £ X 1Y auch jxa, "= jxa in X ;Y gilt und A: X ;Y — X*
der verallgemeinerten Bedingung (M) gentigt, muss dann schon Ajxz = 7 in X* und damit
Al jv)® = IxAixx = jxn = £ in X gelten. Damit geniigt A, ;) : Xo Nj, Yo = X§
der verallgemeinerten Bedingung (M). Offensichtlich ist <A0)(jx7jy) = jxAojx : Xo — X{
weiterhin wohldefiniert und monoton, also lokal beschrinkt. Folglich ist auch (Ag) ;. jy)
Xo Ny, Yo — X lokal beschréankt. Mit der Beschrianktheit von By jy) t XoNjy Yo — X3
folgt, dass auch A, 4.y + Xo Nj, Yo — X lokal beschrénkt ist und zusammen mit der
verallgemeinerten Bedingung (M) folgt schlielich aus Lemma 2.16 die Demistetigkeit. H
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3 Funktionen mit Werten in Banachraumen

Nun werden die wichtigsten Banachraumwertigen Funktionenrdume eingefithrt und untersucht,
die in der spéteren Existenztheorie eine Rolle spielen. Anschlieend betrachtet man geméfl des
vorangegangenen Abschnitts Schnitte zwischen diesen Rdumen und priift auch diese auf ihre
besonderen Eigenschaften.

Definition 3.1: (Stetig-(differenzierbare) Funktionen) Sei (X, | - |x) ein Banachraum,
I C R ein beschrénktes Intervall und & € NU {0, co}. Dann bezeichne

CH(I,X):={v:I CR— X stetig | v ist k-mal stetig differenzierbar auf I}

den Raum der X-wertigen auf I stetigen (k = 0) beziechungsweise k-mal stetig diffe-
renzierbaren (k > 1) Funktionen.

Satz 3.2: (Vollstandigkeit von Ck(j,gf)) Sei (X, || -|lx) ein Banachraum, I := (0,7,
0 < T < oo und k € NU{0}. Dann ist C*(T, X) versehen mit der Norm

k
Follor ) = 3 max [0(6) Lx
i—0 tel
ein Banachraum.
Beweis: Siche [GGZ74, Kap. IV, Satz 1.1]. [ ]

Satz 3.3: (Charakterisierung der schwachen Konvergenz in C°(1, X)) Sei (X, I-lx)
ein Banachraum, I := (0,7) und 0 < T' < oo. Dann konvergiert eine Folge (zn),en € C(T, X)
genau dann schwach gegen & € CO(T, X), wenn (,,)nen € CO(1, X) beschrinkt ist und

xn(t) "= 2(t) in X
fiir alle t € I.
Beweis: Siehe [BT38, Theorem 4.3]. [ ]

Definition 3.4: (Demistetige Funktionen) Sei (X,| - | x) ein Banachraum, I C R ein
beschranktes Intervall. Dann bezeichne

CoUIL,X):={v:I CR— X |v ist demistetig auf I}
den Raum der X-wertigen auf / demistetigen Funktionen.

Satz 3.5: (Lokalkonvexe Topologie auf C3(1,X)) Sei (X,|-||x) ein Banachraum, I :=
(0,7) und 0 < T < oo. Dann ist CO(I, X) versehen mit den Halbnormen

pr+ (x) := max [(z*, x(t)) x| fir z* € X*
tel

ein lokalkonvexer Vektorraum. Fiir reflexives X ist CO(T, X) zusitzlich vollstindig.
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Kapitel 3. Funktionen mit Werten in Banachrdumen

Beweis: Siehe [GGZ74, Kap. IV, Satz 1.2]. [ |

Die Begriffe Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integral sind wie iiblich definiert, zum Beispiel
wie in [GGZT74, Kap. IV, Definitionen 1.4 und 1.5], [Yos80, Kap. V, Abschnitt 4, Definition 1
und Abschnitt 5, Definition 1] oder [Zei90B, Appendix (a)]. Des Weiteren gelten die folgenden
Resultate.

Satz 3.6: (Pettis) Sei (X,| - |x) ein Banachraum, I := (0,7) und 0 < T < oo. Dann ist
x : I — X genau dann Bochner-messbar, wenn die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

(i) Schwache Messbarkeit: Fir alle z* € X* ist (z*, z(-))x : I — R Lebesgue-messbar.

(ii) Fast Separabelwertigkeit: Es existiert ein N € £(I) mit |[N¢| = 0, sodass R(zx,)
separabel ist.

Beweis: Siehe [Yos80, Chapter V, 4., Theorem: (Pettis)]. [ ]

Folgerung 3.7: Sei (X,| - | x) ein Banachraum, I := (0,7) und 0 < T' < oc0. Ist (Zn)peN :
I — X eine Folge Bochner-messbarer Funktionen und « : I — X, sodass

xn(t) "= 2 (t) in X

fir fast alle ¢t € I. Dann ist @ : I — X Bochner-messbar.

Beweis: Der Satz von Pettis liefert, dass x,, : I — X fiir alle n € N schwach messbar ist und
eine Folge (Ny)pen € £1(1) mit |[NS| = 0 existiert, sodass R(xy),, ) separabel ist. Dann ist

conv ( U R(@n) ))

neN

als abzéhlbare Vereinigung und konvexe Hiille separabler Mengen ebenfalls separabel. Nach Vor-
aussetzung existiert ein Ny € £1(I) mit |N§| = 0, sodass

(o @a(t)x "5 (2t (1) x
fir alle #* € X* und t € Ny gilt. Damit ist (z*, x(-))x als fast iiberall punktweiser Grenzwert
Lebesgue-messbarer Funktionen wieder Lebesgue-messbar, also @ : I — X schwach messbar.
Insbesondere gilt fiir N := (e, Nn € L1(I), dass |[N¢| = 0. Da konvexe Mengen genau dann

schwach abgeschlossen sind, wenn sie stark abgeschlossen sind, folgt zusammen mit der fast
iiberall punktweisen schwachen Konvergenz, dass

(X, X*)

lI-llx
= conv( U R(azn|Nn)> .

neN

R(z|,) < conv< U R(sann)>

neN

Damit ist R(w‘ ) als Teilmenge einer separablen Menge wieder separabel. Schlielich ist @ : [ —
X schwach messbar und fast separabelwertig. Satz 3.6 liefert nun die Behauptung. |
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Definition 3.8: (Bochner-Lebesgue-Raume) Sei (X, || - | x) ein Banachraum, I := (0,7,
0<T <o00,1<p<oound

LP(1,X) = {:c T X’m Bochner-messbar und ||z(-)|[x € LP(I)} .

Bezeichne ~x die Aquivalenzrelation beziiglich Gleichheit fast iiberall und der Quotientenraum

LP(I,X) = LP(I, X)

/~x

den Bochner-Lebesgue-Raum. Seine Elemente sind Aquivalenzklassen [z]x := [z] Die

Abbildung @ — [x]x definiert einen Operator [|x : LP(I, X) — LP(I, X).

/~xc

Satz 3.9: (Volistandigkeit) Sei (X, | - |x) ein Banachraum, I := (0,7), 0 < T' < oo und
1 < p < co. Dann definiert LP(I, X) versehen mit der Norm

lzllzer,xy = MleC)Ix L)

einen Banachraum. Fiir 1 < p < oo und separables X ist insbesondere LP(I, X) separabel.
Beweis: Siehe [GGZ74, Kap. IV, Satz 1.11] und [Zei90A, Proposition 23.2]. |

Lemma 3.10: (Inklusion und Einbettung) Sei (X, || x) ein Banachraum, I := (0,7 und
0 < T < o0. Dann gilt:

(i) CS(I,X) C £>(I,X). Insbesondere ist der Aquivalenzklassenoperator [y : CS(T,X) —
L*°(I, X) aus Definition 3.8 wohldefiniert und injektiv.

(i) [y :C°(I,X) — L>®(I, X) ist wohldefiniert und erfiillt || [z] | Loo(r,x) = HJ:”CO(T,X)'

Beweis: Es reicht Punkt (i) nachzuweisen, denn Punkt (ii) folgt daraus unmittelbar. Fiir jedes
x € CYT,X) ist * : I — X schwach messbar und R(x) separabel beziiglich 7(X, X*), da
x : I — X demistetig und I separabel ist. Mit dem Satz von Mazur sieht man leicht ein, dass
R(x) auch stark separabel ist. Der Satz von Pettis (cf. Satz 3.6) liefert dann, dass @ : [ — X
Bochner-messbar ist. Die letzte Aussage ist auch in [GGZ74, Kap. IV, Satz 1.19] zu finden.
Genauer gilt fiir jedes x* € X*, dass (z*,z(-))x € C°(I), also

max [{z*, (1)) x| < oo.
tel

Der Satz von Banach-Steinhaus liefert jetzt eine Konstante M > 0, sodass [|z(t)|x < M fiir
alle t € I, das heift € L°°(I,X). Die Injektivitit von []y : CO(I,X) — L>(I, X) gilt, da
demistetige Funktionen die fast iiberall iibereinstimmen bereits identisch sein miissen. ]

Innerhalb von Bochner-Lebesgue-Raumen reicht es stets einen beliebigen Représentanten x €
[x]x zu betrachten, sodass in der Folge die Unterscheidung zwischen Klassen und Repréisen-
tanten entféllt und man der Einfachheit halber @ statt [x]x schreibt. Gem&8 der Injektivi-
tit aus Lemma 3.10 identifiziert man auch C3(7,X) und C°(7,X) mit []y (C3(T, X)) bezie-
hungsweise []y (C°(1, X)), indem Punktauswertung stets im Sinne des (demi-)stetigen Repri-
sentanten verstanden wird, und schreibt einfach C9(7, X),C%(I, X) C L*(I, X). GemiB Lem-
ma 3.10 (ii) fallen C°(1, X) und []y (C°(I, X)) sogar topologisch zusammen und man schreibt
COUT, X) — L>(I, X).
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Satz 3.11: (Reflexivitdt und Darstellung der Dualitit in Bochner-Lebesgue-Raumen)
Sei (X, || - ||lx) ein reflexiver Banachraum, I := (0,7), 0 < T < co und 1 < p < oo. Dann ist der
Operator Z : LP' (I, X*) — (LP(I,X))* mit

(Zz* ) (1 x) = / (x*(s), z(s))xds fir alle x € LP(I, X),z* € Lpl(I,X*)
I
ein isometrischer Isomorphismus. Im Fall 1 < p < oo ist LP(I, X) insbesondere reflexiv.
Beweis: Siehe [DU77, IV., 1., Theorem 1, Corollary 2]. [ ]

Satz 3.12: (Charakterisierung der schwachen Konvergenz in LP(I, X)) Sei (X,]|x)
ein reflexiver Banachraum, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p < oo. Dann gilt fir (xp),en C
LP(I,X) und @ € LP(I, X), dass

—00

x, "=z in LP(I, X)

genau dann, wenn

t t
/ @, (s)ds "= / z(s)ds in X
0 0

fiir alle ¢t € I und zusitzlich fiir 1 < p < oo die Folge (xn)nen © LP(I, X) beschriinkt bezie-
hungsweise fiir p = 1 die Folge (|5 (-)||x)nen € L' (I) gleichgradig integrierbar ist.

Beweis: In [BT38, Theorem 4.1 und 4.2] ist diese Aussage bewiesen, falls X* einer sogenannten
Bedingung (D) geniigt. In [BT38, Theorem 7.1] ist gleichzeitig zu sehen, dass diese Bedingung
bereits erfillt ist, falls X ein Banachraum ist, sodass LP(I, X) fiir 1 < p < oo reflexiv ist. Laut
Satz 3.11 ist dafiir die Reflexivitdt von X bereits hinreichend. [ |

Folgerung 3.13: (Hinreichende Bedingung fiir schwache Konvergenz in LP(I, X))
Sei (X, || - [ x) ein reflexiver Banachraum, I := (0,7), 0 < T < 0o, 1 < p < oo und (&p)pen C
LP(I, X) fiir 1 < p < oo beschrinkt und fiir p = 1 die Folge (||2n(-)||x)nen € L(I) gleichgradig
integrierbar, sodass

xn(t) "= 2 (t) in X
fiir fast alle ¢ € I gilt. Dann gilt @, "—<° & in LP(I, X).

Beweis: Fiir z* € X* beliebig gilt
n—oo

(@ an(t))x "= (2%, @(t) x

fiir fast alle ¢ € I. Insbesondere folgt fiir £ € £L1(I) beliebig und 1 < p < oo, dass

/E (2%, n () xlds < " XEl o (1 x 0 [l o, x) < Cla™XEN o (1 x4

wobei die Beschranktheit von (zn)pen € LP(I, X) ausgenutzt wurde. Im Fall p = 1 schétzt
man die linke Seite durch ||z*||x«[[ZnxE| 111 x) = [|2*[|x* |2 ()| x XEll L1 (1) ab und nutzt die
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gleichgradige Integrierbarkeit von (||zn (") x)nen € LY(I). Insgesamt ist ((x*, 2, () x)nen €
L(I) gleichgradig integrierbar und der Konvergenzsatz von Vitali (cf. Lemma A.17) liefert, dass

t t
/ (@, (s)) xds "7 / (2, 2(s)) xds.
0 0
fiir alle t € I. Da 2* € X* beliebig war, folgt mit Satz 3.12 die Behauptung. ]

Satz 3.14: (Linear-induzierte Operatoren zwischen Bochner-Lebesgue-Raumen)  Sei-
en (X,|-||x) und (Y| -|ly) Banachrdume, I := (0,7), 0 < T < o0, 1 < p < oo und
A : X — Y linear und stetig. Dann ist der induzierte Operator A : LP(I,X) — LP(I,Y)
mit (Ax)(t) ;== A(x(t)) fiir fast alle t € I und alle @ € LP(I, X) wohldefiniert, linear und stetig.
Des Weiteren gilt:

(i) A([;=(s)ds) = [, (Az)(s)ds in Y fiir alle & € LP(I, X).

(ii) Ist zusdtzlich A: X — Y injektiv, dann auch A : LP(I, X) — LP(I,Y). Das heifit insbeson-
dere, dass die Umkehrabbildung als Operator A~! : R(A) — LP(I, X) wohldefiniert ist
und (A~ ly)(t) = A=(y(t)) fiir fast alle t € [ und alle y € R(A) erfiillt.

(i) Ist zusétzlich A : X — Y ein Isomorphismus, dann auch A : LP(I, X) — LP(1,Y).

Beweis: Fiir die Wohldefiniertheit, Linearitdt und Beschranktheit mit einschliefilich Punkt (i)

sei auf [Yos80, Kapitel V, 5, Folgerung 2] verwiesen. Es gilt Punkt (ii) und (iii) zu priifen:

ad (ii) Fir die Injektivitdt von A : LP(I, X) — LP(I,Y) reicht es trivialen Kern nachzuweisen.
Sei also @ € LP(I, X), sodass Az = 0 in LP(I,Y), das heifit 0 = (Ax)(t) = A(z(t)) in YV
fir fast alle t € I. Die Injektivitdt von A : X — Y liefert direkt, dass x(t) = 0 in X fir
fast alle ¢ € I, also Injektivitit und Wohldefiniertheit von A~1 : R(A) — LP(I, X) mit

y(t) = (AA™yY)(1) = A((A1y)(1) in Y,

das heift (A 1y)(t) = A7 (y(t)) in X, fiir fast alle ¢ € I und alle y € R(A).

ad (iii) Um zu zeigen, dass A : LP(I, X) — LP(I,Y) ein Isomorphismus ist, reicht es zu bemer-
ken, dass nach Punkt (ii) A1 : LP(I,Y) — LP(I,X) mit (A 1y)(t) = A~ (y(t)) fiir fast
alle t € I und alle y € LP(I,Y) wohldefiniert ist. Da A=! : Y — X linear und stetig ist,
muss nach Punkt (i) auch A~ : LP(I,Y) — LP(I, X) linear und stetig sein. [ |

Lemma 3.15: (Charakterisierung relativ *-schwach folgenkompakter Mengen in L>°(1, X))
Sei (X, || - |lx) ein reflexiver, separabler Banachraum, I := (0,7), 0 < T < oo und (xp)pen C

L (I, X) eine beschrénkte Folge. Dann existiert ein & € L>°(I, X) und eine Teilfolge (@, ),ecpn C
L*°(I, X) mit A C N, sodass

/ (@*(s), @n(s)) xds "5 / (@*(s), 2(s)) xds (n € A)
I I

fiir alle * € L'(I, X*). In der Folge wird fiir die beschriebene Konvergenz die Notation der
*_gchwachen Konvergenz

x, — xin LI, X) (n— oo,n € A)

verwendet, da diese wie im Beweis verdeutlicht implizit damit beschrieben wird.
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Beweis: Die Reflexivitit von X sichert, dass die kanonische Isometrie Jx : X — X™** mit
(Jxx,x*)x~ := (x*,x) x fir alle 2* € X*, 2 € X und damit gema8 Satz 3.14 (iii) auch der durch
die Vorschrift (Jxx)(t) := Jx(x(t)) linear-induzierte Operator Jyx : L>°(I,X) — L>®(I, X**)
ein isometrischer Isomorphismus ist. Nun ist auch (Jx@n)peny € L*(I, X**) beschriankt und
L>(I, X**) gemaB Satz 3.11 isometrisch isomorph zu (L'(I, X*))*. Da L'(I, X*) gemif Satz
3.9 ein separabler Banachraum ist, liefert nun Satz A.6 eine Teilfolge (J x @y )nea € LI, X™)
mit A C N und ein @ € L*(I, X), sodass

Jxx, — Jxxin LI, X*) (n — oo,n € A).
Mit der Definition der kanonischen Isometrie entspricht dies bereits der beschriebenen Konver-

genzeigenschaft. [

Bemerkung 3.16: (Induzierte kompatible Paare) Sei (X,Y) = (X,Y,Z,ex,ey) ein kom-
patibles Paar, I := (0,T7), 0 < T < oo und 1 < p,q < co. In Lemma 2.7 wurde bereits nachge-
wiesen, dass ex(X) + ey (Y) C Z versehen mit der Norm

[2llex (X)+ey (v) = Ie)iggey max{||z||x, [|ylly}

z=exateyy
einen Banachraum definiert. Dann sind
ex: X —wex(X)+ey(Y)undey : Y = ex(X)+ey(Y)
Einbettungen und damit laut Satz 3.14 (ii) auch die linear-induzierten Operatoren

ex : LP(I,X) = L'(I,ex(X) + ey (Y)) mit (exz)(t) := ex(x(t)),
ey : LY(1,Y) = L'(I,ex(X) + ey (Y)) mit (eyy)(t) == ey (y(t)).

Folglich sind

(LP(I,X),LI(1,Y))
(LP(I,X),C°(1,Y))

I
=
=
~
~
=
=

S
=~
]
<

>

) +ev(Y)) ex,ey),
(LP(1,X),C°(LY), L' (L ex(X) + ey (Y)). ex, evidpo 7 y)

kompatible Paare. Fiir 5 := e;le x sind auBlerdem

LP(I,X)N; LYI,Y) und j : LP(I, X) N LY(I1,Y) — LY(1,Y),
LP(I,X)N; C°(1,Y) und j : LP(I,X)n; C°(1,Y) — C*(1,Y)

wohldefiniert.

Satz 3.17: (Alternative Darstellung von LP(I, X)N;C°(1,Y)) Ist (X,Y) ein kompatibles
Paar, I :== (0,7),0 < T < oo und 1 < p < co. Dann ist

(LP(L,X 0;Y),CO1,Y)) = (LP(1, X n; Y),COLY), LP(L,Y ), 4. id o 7 )
ein kompatibles Paar und

LP(I,X N Y)n; CO(T,Y) und 5 : LP(I, X N; Y) n; C°(1,Y) — C(1,Y),
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wobei j wie in Bemerkung 3.16 definiert ist, wohldefiniert. Insbesondere gilt die Mengengleichheit
LP(I,XN;Y)N; CO1,Y) = LP(I,X) N; C°(1,Y) mit der Norméquivalenz

1
I- ||Lp(1,X)mj00(7,Y) < ”LP(I,ijY)ﬂjCO(T,Y) <(A+Te)]- ||Lp(1,X)mj00(7,Y)7

1
wobei TP := 1 im Fall p = oo zu setzen ist.

Beweis: Fiirz € LP(I,X)N;CO(1,Y) ist (z, jz) Bochner-messbar mit Werten im abgeschlosse-
nen Graphen G(j). Der isometrische Isomorphismus aus Satz 2.8 liefert daher « € LP(I, X N;Y).
Da j: XN;Y — Y eine Einbettung definiert, ist auch 5 : LP(I, X N; Y) — LP(I,Y) mit
(Jx)(t) := j(x(t)) gemaB Satz 3.14 (ii) eine Einbettung und damit

(LP(I7 X ﬂ] Y)a 00(77 Y)) = (LP(I’ X ﬁj Y)a 00(77 Y)7 Lp(I7 Y)7j7 idCO(T,Y))
ein kompatibles Paar. Insbesondere sind deshalb

LP(I,XN; Y)N; C°(T,Y) und 5 : LP(1,X N; Y)n; C°1,Y) — C*(1,Y)

wohldefiniert. Nach Satz 3.14 (i) gilt auBerdem, dass (57 1y)(t) = ;7 (y(t)) = e;(ley(y(t)) =

(e}leyy)(t) fir fast alle t € I und alle y € R(j) = R(e;lex) und damit nach Definition 2.3,
dass

LP(I,XN;Y)n; C°(1,Y) = 57 HR(G) N C°(1,Y))
=e ey (R(F)NC°(1,Y))
= ey (Rleyj) N Rleyideo g y)))
= ey (R(ex) N R(eyidgozyy))
= LP(I,X)n; C°(1,Y).

Dabei wurde im vierten Gleichheitszeichen davon Gebrauch gemacht, dass fiir eine Einbettung
A und Mengen N, M die Identitdt A(M N N) = A(N)N A(M) gilt. Offensichtlich ist

”w”LP(I,X)ijO(T,Y) < ”w”LP(I,ijY)ijO(?,Y)
fiir alle x € LP(I,X) N; C°(1,Y). SchlieBlich gilt mit

. p .
Ha:HLp([,ijy)mjco(iy) = (/] (”m(s)”X + |(J$)(S)||y)pds> + ”JmHCO(T,Y)

< (/1 ||a3(s)||§(ds>; + </l I(ja:)(s)llidsy +lizllcozyy

1.

< ll2llzo(r,x) + A+ TP) 5l o7y
1

< A+TP)2l Lo 1 x)0 00Ty

im Fall p < oo und ”w”LOO(I,ijY)ijO(T,Y) < 2HwHL°°(I,X)ijO(T,Y) die angegebene Norméqui-
valenz. -
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Bemerkung 3.18: Sei (X,Y) ein kompatibles Paar, I := (0,7),0< T < oo und 1 < p < 0.
(i) Man erhélt nun die handliche Charakterisierung

LP(I,X)N; CULY) ={z € LP(I, X n; Y) | jz € C°(1,Y)},

die insbesondere direkt X N;Y-wertige Bochner-Messbarkeit enthdlt. Man sieht damit auch
leicht ein, dass die Einbettung

CY'T,Xn;Y)— LP(I,X N; Y)n; COI,Y) = LP(I,X) n; C°(1,Y)
gilt.
(ii) Analog zeigt man auch fiir 1 < p < ¢ < co die Mengengleichheit
LP(I,X)N; LYLY) = LP(I, X N; Y)N; LY1,Y) ={x € LP(I, X N;Y) | je € LY(I,Y)}

mit Norméquivalenz

11
I e xynLaay) < -l xoyynraayy < A+ T2 )| Lo, x)n;La(1,y)

wobei 1/00 := 0 zu setzen ist. Damit ergibt sich insbesondere fiir ¢ > r > p die topologische
Ordnung

LP(1,X)N; CO(T,Y) = LP(I, X) Ny LI, Y) — LP(I,X)N; L"(1,Y).
(iii) GemiB Lemma 3.10 ist C(I,Y) € L*(I,Y). Man definiert entsprechend Punkt (i) den
linearen Unterraum
(1, X) 0y COUTY) i= {w € I(I, X 0y V) | ja € CUT,Y)}
C IP(I,X) n; L®(1,Y)

Dann ist der Operator j : LP(I,X) N; CO(1,Y) — CS(1,Y) wohldefiniert und injektiv.
Lemma 3.19: Sei (X,Y) ein kompatibles Paar mit reflexivem X, I := (0,7) und 0 < T < oo.
Dann gilt die Mengengleichheit

COI,XN;Y) =L>®(I,X)n; CO(I,Y).

Beweis: Geméi8 der Definition in Bemerkung 3.18 (iii) und der Mengengleichheit X N; Y =
(X N;Y)N; Y mit Norméquivalenz (cf. Bemerkung 2.5 (i)) gilt die Mengengleichheit

L®(1,X)N; CO(I,Y) = L®(1,X N; Y)n; CO(1,Y).

Fiir zusétzlich separables X konnte nun auf [BF13, Lemma I1.5.9.] verwiesen werden. Der dortige
Beweis kommt jedoch fiir die Mengeninklusion L>(I, X) N; CO(1,Y) € CY(I,X N; Y) ohne
Separabilitdt von X aus, sodass fiir diese Inklusionsrichtung darauf verwiesen sei. Die umgekehrte
Mengeninklusion ergibt sich ebenfalls aus der obigen Mengengleichheit zusammen mit C9 (7, X N i
Y)C L*®(,XN;Y) (cf. Lemma 3.10) und der offensichtlichen Mengeninklusion

J(CYT, X n;Y)) CCoUTY). n
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Lemma 3.20: Sei (X,Y) ein kompatibles Paar mit reflexivem X, I := (0,7), 0 < T < oo und
(Zn)nen € L®(1,X)N; CO(1,Y) = CS(I,X N; Y) in L>(I, X) beschréinkt. Dann gilt
(Jan)(t) "= (ja)(t) in Y fiir alle t € T

genau dann, wenn

n— 00

xn(t) "= x(t) in X N; Y fiir alle t € 1.

Beweis: Es reicht die Hinrichtung zu zeigen. Hierzu nutzt man, dass nach Voraussetzung

sup [|&n (8| x < 0o und (ja,)(t) "= (jz)(t) in Y
neN

fiir alle ¢t € I. Dann folgt die Behauptung, indem man Lemma 2.10 fiir alle ¢t € I auf die Folge
(n(t))nen € X N; Y anwendet. [ |

Folgerung 3.21: (Charakterisierung der schwachen Konvergenz in L (I, X)N;C%(1,Y))
Sei (X,Y) ein kompatibles Paar mit reflexivem X, I := (0,7, 0 < T < oo und 1 < p < oo.
Dann gilt fiir (z)en € LP(1,X) N; CO(1,Y) und @ € LP(1, X) N; C%(1,Y), dass

x, "z in LP(1,X) N; CO1,Y)
genau dann, wenn (@ ),en € LP(I, X) Nj CO(1,Y) beschrinkt ist und
(Fza) () "= (j2)(t) in Y

fiir alle ¢ € I.

Beweis:

(=) Folgt aus der Charakterisierung der schwachen Konvergenz in Schnitten (cf. Satz 2.8) sowie
in CO(1,Y) (cf. Satz 3.3).

(<) Sei (zy)nen € LP(1,X) N CV(1,Y) beschréinkt. Satz 3.3 liefert direkt, dass
g, "= G in COT,Y).
Mit der Reflexivitdt von LP(I, X) (cf. Satz 3.11) und Lemma 2.10 folgt dann, dass

n—oo

x, "=z in LP(I,X)N; CO(1,Y). [
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4 Distributionelle Zeitableitung

Im Folgenden wird die distributionelle Zeitableitung eingefiihrt. Dabei beschréankt sich diese
Arbeit auf die sogenannte regulére distributionelle Zeitableitung, die fiir Evolutionsgleichungen
vollkommen ausreichend ist. Auf eine genaue Einfithrung in den Begriff der vektorwertigen Dis-
tribution wird deshalb verzichtet. Es sei allerdings auf den Zusammenhang hingewiesen, wie er
beispielsweise in [GGZ74, Kap. V| dargestellt ist. Der Zusatz ,regulir® wird im Folgenden weg-
gelassen. Wie iiblich bezeichne C5°(I) den Raum der glatten Testfunktionen mit in I kompakt
enthaltenem Trager.

Definition 4.1: (Distributionelle Zeitableitung beziiglich Einbettung) Seien (X, ||/ x)
und (Y, ||-||y) Banachraume, sodass eine Einbettung j : X — Y existiert, I := (0,7),0 < T < o0
und 1 < p, g < co. Dann besitzt € LP(I, X) eine distributionelle Zeitableitung beziiglich
jin LY(1,Y), falls ein & € LI(I,Y) existiert, sodass

j(—/}m(s)gﬁ(s)ds) = /I:i(s)go(s)ds inYy

dix

fiir alle ¢ € C§°(I) gilt. Man definiert dann ~7= := &. Im Fall X C Y sowie j = idx schreibt
d:
man einfach % = I;tx .

- d
Bemerkung 4.2: (Eigenschaften von /)

(i) Wohldefiniertheit: Das auch fiir Bochner-Lebesgue-Funktionen geltende Fundamentallem-
ma der Variationsrechnung, wie in [GGZ74, Kap. IV, Lemma 1.7] bewiesen, sichert die
Eindeutigkeit der distributionellen Zeitableitung, also mithin deren Wohldefiniertheit.

(i) Konsistenz: Fiir x € C(T, X) gilt %fc = jaf (cf. [GGZ74, Kap. IV, Bemerkung 1.16]).

Definition 4.3: (Bochner-Sobolev-Raum beziiglich Einbettung) Seien (X, | - |/ x) und
(Y, |l - lly) Banachréume, sodass eine Einbettung j : X — Y existiert, I := (0,7),0 < T < o0
und 1 < p,q < oo. Dann heif3t

WP X,Y) = {m € LP(I,X)

d;x
3= e LYY
o € (I, )}

Bochner-Sobolev-Raum beziiglich j. Man schreibt der Einfachheit halber W1P4(I, X) :=
WP (1, X, X) und WP(1, X,Y) := W PP(1, X, Y).

Bemerkung 4.4: Mit der Integralidentitéit aus Satz 3.14 (i) gilt in Definition 4.1

i (= [ees) = - [ e my

fir alle ¢ € C§°(I). Dabei bezeichnet j den durch j geméf Satz 3.14 linear-induzierten Operator.
Damit sieht man leicht ein, dass fiir ein @ € LP(I, X) genau dann x € le’p’q(l, X,Y) gilt, wenn
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jz € WHPA(IY). Dann gilt insbesondere

djw dyj:l: .
— = LYI1,Y).
dt ar (L,Y)

Lemma 4.5: (Vollstandigkeit) Seien (X, | -|x) und (Y, || - |y) Banachriume, sodass eine
Einbettung j : X — Y existiert, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p,q¢ < oco. Dann ist
W]l’p’q(l, X,Y) versehen mit der Norm

| HW = X H J
: 1,p.q : “Nrer,x) + :
SPUILXY) (1,X) dt || a1y

ein Banachraum.
Beweis:  Siehe [BF13, Lemma I1.5.10]. [

Lemma 4.6: (Linear-induzierte Operatoren zwischen Bochner-Sobolev-Raumen) Sei-
en (X, -||x) und (Y, || - ||y) Banachrdume, A : X — Y linear und stetig, I := (0,7),0 < T < o0
und 1 < p < 00, 1 < ¢ < oo. Dann ist A : WhPA([, X) — WHPI(T,Y) mit (Ax)(t) := A(z(t))
fiir fast alle t € I wohldefiniert, linear und stetig. AuBerdem gilt fiir alle & € W1P4(I, X) die
Identitét

dX:B

dy Az
=A dt

dt

in LY(I1,Y).

Ist A: X — Y ein Isomorphismus, dann auch A : WlP4(I, X) — WHP4(1,Y).

Beweis: Fiir x € WHP4(1, X) gilt unter Anwendung von Satz 3.14 (i) und Definition 4.1, dass

/@MM@W®®—A(/u@w@@>

I 1

—a ([ @) = [ (ABE) ptods iy

fiur alle ¢ € C§°(I), das heifit de":“z = Ad%w in LI(1,Y). Also ist A : WhP4([ X) —
WLP4(1Y) wohldefiniert. Da A : L"(I,X) — L"(I,Y) fiir alle 1 < r < oo stetig ist (cf.
Satz 3.14), folgt zusammen mit A2 — AT iy 19(1)Y) fiir alle @ € WP4(I, X) die Stetig-
keit von A : WHP4(I, X) — WHP4(I,Y). Die Isomorphieeigenschaft iibertrigt sich wie in Satz

3.14. ]

Lemma 4.7: (Verallgemeinerter Volterra-Operator) Sei (X, | -||x) ein Banachraum, I :=
(0,7),0<T < oound 1 <p < co. Dann ist der verallgemeinerte Volterra-Operator

V:LP(I,X)— WHP(I, X) mit (Va)(t) == /tm(s)ds firt €1
0

eine stetige Rechtsinverse von % cWEP(I,X) — LP(I, X).
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Beweis: Die Linearitit ist evident. Wohldefiniertheit und Rechtsinverseneigenschaft folgen
aus [GGZ74, Kap. IV, Lemma 1.8]. Fiir x € LP(I, X) folgt fiir p < oo, dass

dxVz
Veliwoix) = Vel +| 5

LP(I,X)

< ([ ([ atonns ds)pdt)’l’ + el oz,
< (/1 (/I IIw(S)IIXdS)pdt); +l2ller,x)

1
=Trllel L1 x) + |2lrer,x) < @+ Dl e o,x)

Fiir p = oo gilt dieselbe Abschétzung mit der Supremumsnorm. [ |

Satz 4.8: (Hauptsatz fiir Bochner-Sobolev-Funktionen) Sei (X, ||| x) ein Banachraum,
I:=(0,7),0<T <oound 1< p,q<oo. Dann existiert genau eine Auswahlfunktion

{Yx :WPI(T, X) - C%(T, X) mit {x}x € z fiir alle z € WHP4(I, X),
die eine Einbettung definiert. Auflerdem gilt

t dX{I}

(@bl = fe)x(®) + [

(s)ds in X
fiir alle ¢/, ¢ € T mit ¢’ < t.

Beweis:  Siehe [BF13, Lemma II.5.11]. [ |

Auch hier wird in der Folge héufig nicht zwischen der Klasse und dem stetigen Repridsentan-
ten unterschieden. Man schreibt deshalb der Einfachheit halber x statt {x}x und entsprechend

WhPa(1, X) — C°(T, X).

Dabei gilt dennoch wieder, dass Punktauswertung dieser Klassen im Sinne des stetigen Repra-
sentanten zu verstehen ist.

Bemerkung 4.9: Sei (X, | - ||x) ein Banachraum, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p,q < cc.

(i) Nach Satz 4.8 gilt die Mengengleichheit W1P4(I, X) = WhH4(I, X) mit Normiquivalenz,
weshalb in der Folge immer W14(I, X) fiir WP4(I, X) geschrieben wird.

(ii) Ist j : X — Y eine Einbettung, dann sieht man mit der alternativen Charakterisierung
von LP(I,X) M; C°(1,Y) (cf. Bemerkung 3.18 (1)), (W} 9(I,X,Y)) C WhP4(IY)
(cf. Bemerkung 4.4) und W'P4(1Y) — CY(1,Y) leicht ein, dass le’p’q(I, X,Y) —
LP(1,X)n; CO(T,Y).

Satz 4.10: (Starke Stetigkeit der Auswahlfunktion) Sei (X,| - |x) ein Banachraum mit
dim X < o0, I:=(0,T),0<T <oound 1 < g < co. Dann ist die Auswahlfunktion aus Satz 4.8
stark stetig und fiir 1 < ¢ < oo nach Arzela—Ascoli insbesondere kompakt.
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Beweis: Aufgrund der Linearitiit reicht es starke Stetigkeit in 0 € W14(I, X) nachzuweisen.
Sei also () peny € WHI(I, X) schwach konvergent gegen 0. Da die Operatoren

(@ {2} x(0)) : W1, X) - X und % L Wh(T, X) - LI, X)

linear und stetig sind, gilt

dxxy n—o0

dt

{2} x(0) "0 in X <3< X und 0in LY(I,X).

Aufgrund der Kompaktheit von I existiert eine Folge (tn)nen € I, die ohne Einschrinkung
stark gegen ein t* € I konvergiert (Sonst geht man zu einer Teilfolge iiber und verwendet das

Teilfolgenargument Lemma A.1, um eine Aussage fiir die gesamte Folge zu erhalten), sodass
H{wn}XHCO(Y,X) = r?gfx {zn}x ()llx = [{zn}x (tn)llx-
Sei nun z* € X* beliebig. Fiir ¢ > 1 ist (2*X[o,])neNn C L9 (I, X*) stark konvergent gegen

z*X([0,%] € LY (I, X*), sodass mit der Integralidentitéiit in Satz 3.14 (i) und unter Beachtung der
Darstellung der Dualitdt in Bochner-Lebesgue-Raumen (cf. Satz 3.11) folgt, dass

tn tn d d
(o [ B eas) = [ (o B0} s = (xS .
o dt x Jo dt X dt /[ pa(r,x)
Fir ¢ =1 ist (d)il;c" Ynen € L'(I, X) gleichgradig integrierbar (cf. Satz 3.12), sodass folgt
tn x{tn,t* t*
<$*,/ dX$n(8)d$> = (a*, (—1)min{sen(ta—t"),0} et 7} dx®n +/ Sl (s)ds
0 dt X min{tn,t*} dt 0 dt e

. max{tn,t*} dxx . dxx
<larllee [ )| st (e, )
min{tn ,t*} X LY(1,X)

n—oo
= 0.

Die Integraldarstellung in Satz 4.8 zusammen mit der Konvergenz der Anfangswerte liefert dann

tn d n o0
{0} x (tn) = {@0}x (0) +/ );f” (s)ds "2 0 in X < X.
0

—00

SchlieBlich gilt H{w"}X”CO(T,X) = |{zn}x (ta)]x =7 0. [ |

Folgerung 4.11: (Kompakte Einbettung) Seien (X, | - ||x) und (Y,] - |ly) Banachriume
mit dim X < oo, sodass eine Einbettung j : X — Y existiert, I := (0,7), 0 < T < oo und
1 < p,q < oo0. Dann ist die Einbettung

idyiaerxy : WH(IL, X) = LP(1,X)n; CO(1,Y)

stark stetig und fiir 1 < g < oo nach Arzela—Ascoli insbesondere kompakt.

Beweis: Folgt aus Satz 4.10 mit C%(1, X) < LP(I,X) N; C°(1,Y) (cf. Bemerkung 3.18 (i)).m
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Definition 5.1: (Evolutionstripel) Sei (V| - ||y/) ein Banachraum, (H,(-,-)y) ein Hilber-
traum und j : V — H eine Einbettung, sodass R(j) dicht in H liegt. Dann heifit die Struktur
(V, H, j) Evolutionstripel.

Lemma 5.2: (kanonische Einbettung) Sei (V, H,j) ein Evolutionstripel, R : H — H* der
Riesz-Isomorphismus. Dann ist e := j*Rj : V — V* eine Einbettung und es gilt

<6’U7’U)>V = (]’Uv.]w)H
fiir alle v, w € V. Bezeichne im Folgenden e als die kanonische Einbettung von (V, H, j).

Beweis: Satz A.12 (iii) liefert, dass N(j*)*+ = R(j)”"lH = H. Damit sind j* : H* — V* und
e:=j*Rj : V — V* Einbettungen. Die angegebene Identitit ergibt sich aus der Definition. M

Bemerkung 5.3: (Energieraume) Sei (V, H, j) ein Evolutionstripel, I := (0,7),0 < T < oo,
1 <p<oound p < q < co. Bezeichnen weiter j : LP(I,V) — LP(I,H) und e : LP(I,V) —
LP(I,V*) die durch j bezichungsweise e geméafl Satz 3.14 linear-induzierten Operatoren. Nach
Bemerkung 2.5 (i) ist (V, H) ein kompatibles Paar. Bemerkung 3.16 liefert dann, dass auch

(LP(1, V), LT, H)) i= (LP(1,V), LT, H), LI, H), G, g )
ein kompatibles Paar definiert sowie
X :=LP(I,V)n; LYI,H) und j : X — LI, H)
wohldefiniert sind. Sei weiter X' := L¥' (I, V*) +j* LY (I, H*) < LY (I,V*) im Sinne von Folge-
rung 2.11. Dann ist fiir reflexives V und ¢ < oo geméB Satz 2.8 (iii) X/ = X™* und fiir ¢ = oo
zumindest X’ < X*. Des Weiteren ist fiir Y := C°(I, H)
(X,Y) = (X,¥,L(I,H),j,idy)
ein kompatibles Paar sowie
XN;Yundj: XN; Y=Y
wohldefiniert. Geméaf Bemerkung 2.5 (i)-(iii) und Lemma 2.6 gilt die Mengengleichheit
X0; Y= (LA, V)n; LI, H)) n; Y

O 1 vyny (L HY N Y)

CAD o1, vy g (v 0 LT, H))

P20 vy v

mit Norméquivalenz, sodass man diese Rdume im Wesentlichen miteinander identifizieren kann.
Wenn man in der Folge einen Operator A : XM;Y — X* betrachtet, dann ist damit fiir reflexives

V und ¢ < oo indirekt ein Operator A : LP(I,V) N; C°(1,H) — LV (I,V*) +j* LY (I,H*) in
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der gewiinschten Form aus der Einleitung gemeint. Die hier gewihlte Sichtweise A : X N; Y —
X" ermoglicht allerdings einen leichteren Zugang zu den Begriffen aus Kapitel 2, sodass man
weitestgehend dieser folgt. Definiere schliefilich

W= {v e Whrd (1, V,V*) o

veX,deveX’}.

Lemma 5.4: (Alternative Charakterisierung von W) Ist (V, H,j) ein Evolutionstripel,
I:=(0,T),0<T<o00,1<p<oo,p<gq<oo, X und W wie in Bemerkung 5.3. Dann ist
v € W genau dann, wenn v € X und ein © € X’ existiert, sodass fiir eine dichte Teilmenge
D CV und alle w € D, ¢ € Cg°(I) gilt, dass

- / (i(w(s)), jw) ro(s)ds = (B, wp) x = /1 (5(5), whvep(s)ds.

1

Beweis: Bezeichne Jy : V — V** die kanonische Isometrie. Dann ist {-,w)y = (Jyw, )y €
V** fiir beliebiges w € V. Mit der Integralidentitit aus Satz 3.14 (i) und der Identitit aus Lemma
5.2 gilt dann

[ GoNs)gmertsiis = [ (ev)(s)wherts)ds - < ( / v(sws)ds) w>

und /(f)(s),wwap(s)ds = </ f)(s)go(s)ds,w>
I I 1%
fir alle w € D und ¢ € C§°(I). Mit der Dichtheit von D in V gilt schliefilich

c (- /I v(s)gp/(s)ds) _ /I B()p(s)ds in V*

fur alle p € C§°(I), das heiit v € W mit dgt” = in X’ (cf. Definition 4.1), genau dann, wenn
die obige Identitat erfiillt ist. ]

\%4

Satz 5.5: (Eigenschaften von W) Sei (V, H, j) ein Evolutionstripel, I := (0,7),0 < T < oo,
l<p<oo,p<qg<Loo, X, Y und W wie in Bemerkung 5.3. Dann gilt:

(i) Versehen mit der Norm

de
dt

|~||W:||o||x+\
X/

ist WW ein Banachraum.
(i) C°°(I,V) liegt dicht in W.
(iii) Es gilt die dichte Einbettung j : W — Y. Insbesondere ist W — X N; Y dicht.

(iv) Es gilt die verallgemeinerte partielle Integrationsformel

<"df’,w><w>x = [((G0)(s). (Gw) () m]i=h - <dffv”x“’ﬂ>x

fiir alle t,t' € T mit ¢’ < ¢t und v, w € W.
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Beweis: In [GGZT74, Kapitel IV, Satze 1.16 und 1.17] ist die Aussage fiir den Fall ¢ < oo sowie
separables und reflexives V' bereits bewiesen. Der dortige Beweis funktioniert fiir allgemeines
V' aber analog, sodass trotzdem auf diesen verwiesen sei und hier nur der Fall ¢ = oo gepriift
wird. Die Banachraumeigenschaft folgt ebenfalls analog und damit Punkt (i). Fir die Einbettung
W — X N; Y und die verallgemeinerte partielle Integrationsformel im Fall ¢ = oo nutzt man
wie dort, dass zu v € W eine Folge (vy,),eny € C°(1, V) existiert, sodass

n—00

v, — vin LP(I,V),
deVn n—soode? | ’
X
a @
l3vnllLoo 1,1y < N30l Loo (1,1

fiir alle n € N. Fiir die Konstruktion dieser Folge sei ebenfalls auf [GGZ74, Kapitel IV, Lemma
1.12] oder [BF13, Remark I1.5.3.] verwiesen. Offensichtlich gilt fir alle ¢, € T mit ¢’ < ¢ und
n,m € N, dass

devy devp,

1. / . '
= 51GEE) — Gom el + (%% = T = v )

S1Gen) () — Gom) ()13

Mit der Ungleichung va? + b% < a + b fiir a,b > 0 folgert man weiter, dass

devy devm

dt dt

1Gvn) () = Gom) @)l < [(Gva)(t) = (Gom)E)]lm + \/2

| o= vl

fiir alle n, m € N. Bilden des Mittelwerts beziiglich t' € I und anschlieBend des Supremums iiber
t € I auf der linken Seite liefert schliellich

devy, devim

dt dt Hx, on = vmll

o I
lion = jomlly < Zldvn = Gvmlpam + \/2 ‘

fir alle n,m € N. Zusammen mit der Beschréanktheit von (vy),en € X ist (jvn)nen C Y eine
Cauchy-Folge und besitzt aufgrund der Vollstindigkeit von Y (cf. Satz 3.2) einen Grenzwert
Jwv € Y. Da gleichzeitig eine Teilfolge (vy)pen € C°(L, V) mit A C N existiert, sodass

(Gun) () "= (ju)(t) in H

fiir fast alle ¢ € I, muss jyyv Reprasentant von jv und damit jv € Y im Sinne von Lemma 3.10
sein. Also ist geméf Bemerkung 3.18 (i) v € X N; Y und damit W € X N; Y. Insbesondere gilt
fiir jedes v € W und fiir die obige Folge (v,,)pen € C™®(1,V), dass

v, " v in XN, Y.
Damit folgt weiter, dass

n—oo .
v, — vinW,
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das heifit Punkt (ii). Wiederholt man die obigen Rechenschritte, wobei man nun v, — v, durch
v, ersetzt, so erhilt man

. 1, . devn,
l3vnlly < Zlgvnllpe o m + \/2 lonlx
T ( ) ) dt X
fiir alle n € N und im Grenziibergang (n — o0)
. 1 . dev
liwolly < Zllgvllpem + \/2‘ vl
T ( 3 ) dt X

das heifit W — &'N; Y. Die Injektivitét gilt offensichtlich, sodass auch Punkt (iii) nachgewiesen
ist.

Sei nun zusétzlich w € W und (wy,)peny € C°(1, V) die entsprechende Approximation wie
zuvor. Dann gilt mit dem bereits Bewiesenen, dass

n—oo .
w, — win W.

Offensichtlich gilt
devn, . . s= dewy,
(5w ) = [G0)0) G o)l - (52 ouxe)
X X

fiir alle t,#' € I mit ¢’ < ¢ und n € N. Im Grenziibergang (n — o) folgt schlieBlich Punkt (iv).m

Definition 5.6: (Verallgemeinerte Evolutionsgleichung) Sei (V, H,j) ein Evolutionstri-
pel, I := (0,7),0 < T <oco, 1l <p<oo,p<gq<oo X, X' Y und W wie Bemerkung
5.3. Des Weiteren sei yg € H, f € X’ und A: X N; Y — X’ ein Operator. Dann heift eine
Anfangswertaufgabe der Form

dey—|—.Ay=finX'7

dt (1)
(J9)(0) =y in H

verallgemeinerte (nichtlineare) Evolutionsgleichung. Dabei ist die Punktauswertung der
Anfangswertbedingung im Sinne des stetigen Représentanten jy € Y zu verstehen.

Bemerkung 5.7: (Betrachtete Stetigkeitseigenschaft) Der betrachtete Operator A :
Xn;y—-2Xx " soll der verallgemeinerten Bedingung (M) geniigen. Diese wurde allerdings nur
fiir den Fall X’ = X*, das heifit ¢ < oo definiert, was seinen Ursprung in der Eigenschaft der
verallgemeinerten Bedingung (M) hat, bei lokaler Beschranktheit und Reflexivitidt des Bildbe-
reichs X’ Demistetigkeit zu implizieren. Letztere Eigenschaft ist fiir den spiteren Existenzbeweis
unerlésslich. Deshalb beschriankt sich diese Arbeit auf den Fall ¢ < oo, da dort fiir reflexives V'
die Reflexivitdt von X’ = X* gemif der Sitze 2.8 (i) und 3.11 sichergestellt werden kann.

Da man nun von einer wesentlich schwécheren Stetigkeitseigenschaft ausgeht, im Sinne, dass
man nun stirkere Konvergenzeigenschaften nachweisen muss, benttigt man entsprechend starkere
Wachstumseigenschaften, die dies liefern. Es wird sich zeigen, dass die folgende Bedingung dies
gewahrleistet und dabei nicht nur sehr allgemein, sondern auch leicht handhabbar ist.
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Definition 5.8: (Bedingung (K)) Sei (V, H, j) ein Evolutionstripel, I := (0,T), 0 < T < oo,
1 <p<q<oo, X und Y wie Bemerkung 5.3. Der Operator A : X' N; Y — X* geniigt der

(i) Bedingung (K) beziiglich f € X*, falls fiir alle K > 0 eine Konstante M := M (K, f, A) >
0 existiert, sodass fiir v € X N; Y aus

1, .
5“(]”)(75)”%1 +(Av — fooxpglx < K
fiir alle ¢ € I folgt, dass
[vllxn;y < M.

Insbesondere ist die Konstante M > 0 unabhéngig von allen v € X N; Y.
(ii) Bedingung (K), falls er fiir alle f € X* der Bedingung (K) beziiglich f gentigt.

Bemerkung 5.9: Die Bedingung (K) wirkt auf den ersten Blick sehr kiinstlich, wird sich im
Laufe dieser Arbeit allerdings als natiirliche und gleichzeitig sehr angenehme Eigenschaft heraus-
stellen, da sie stabil unter Verschiebungen des Bildbereichs und Einschrankung eines Operators
im Sinne von Lemma 2.17 ist. Als Erstes stellt man fest, dass die Bedingung (K) bei geeigneten
Wachstums- und Beschréanktheitseigenschaften erfiillt ist. Genauer wird die Bedingung (K) durch
Koerzivitit und eine Art schwache unterhalbe Beschranktheit impliziert.

Lemma 5.10: (Hinreichende Bedingungen fiir Bedingung (K)) Sei (V, H, j) ein Evoluti-
onstripel, I := (0,7),0 < T < 00,1 < p < ¢ < 0o, X und Y wie Bemerkung 5.3. Ist der Operator
A: XN; Y C X — X’* koerziv und es existiert ein beschrankter Operator G : XN; Y C X — R,
sodass

(Av,vx) x > G(v)
fiir alle t € T und v € X N; Y. Dann geniigt A : X N; Y — X* der Bedingung (K).
Beweis: Es reicht zu zeigen, dass A : X N; Y — X* der Bedingung (K) beziiglich 0 € X*
geniigt. Fir f € X* \ {0} betrachtet man sonst den Operator A=A-—f: X n; ¥y — X,
welcher wieder koerziv ist und mit G := G— || f|| x| |2 : XN;Y C X — Rden Voraussetzungen

dieses Lemmas und damit der Bedingung (K) beztglich 0 € X* geniigt. Insgesamt folgt dann
die Bedingung (K) fir A: X N; Y — X"

Sei also K > 0 beliebig. Sei weiter v € X N Y mit

1.
LGOI + (Avoxgx < K
firallet € 1. Da A: X N; Y C X — X* koerziv ist, existiert ein R := R(A) > 0, sodass

<A’l), v>X >1
lvllx

fir alle v € X N; Y mit |[v||x > R. Definiere nun My := max{R, K} > 0. Angenommen
lvlla > Mo > R. Dann gilt (Av,v)x > ||v||x. Setzt man dies oben fiir ¢ = T ein, so erhélt
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man
1 . 2
NGO + vlx < K.

Das liefert den gewiinschten Widerspruch, da nach Annahme ||v||x > Mp > K. Demnach muss
vl < My gelten. AuBerdem ist

SIGo)OIF + ) < K

fiir alle ¢ € I. Wegen [[v| x < My und der Beschréinktheit von G : X N; ¥ € X — R, existiert
eine Konstante A := A(Mp, G) > 0, sodass |G(v)| < A. Daraus folgt weiter, dass

SIGR)OIF < K + A

fiir alle ¢ € T, das heist [jv]ly < VZ(K + A)2. Fir M := M(K, A) = My + V2(K + A)2 > 0
gilt also

vl xn;y < M. ]

Folgerung 5.11: Sei (V, H, j) ein Evolutionstripel, I := (0,7),0 < T < 00, 1 < p < ¢ < o0,
X und Y wie Bemerkung 5.3. Des Weiteren sei A : X N; L>(I, H) € X — X koerziv mit

(Av, vX[o,t]>X = <A(”X[0,t])7 'UX[O,t]>X
firallet€e JTund v e X Nj Y und es existiere eine Konstante A > 0, sodass
(Av,v)x > —A

fiir alle v € X Ny L°°(1, H). Dann geniigt A : X N; ¥ — X der Bedingung (K).

Beweis: Wegen X N; Y — X N; L>(I, H) (cf. Bemerkung 3.18 (ii)) ist A : X N; Y — X~
wohldefiniert. Fiir ¢ = —A : X N; L[, H) C X — R gilt

(Av, vxp) x = (AVX[0,q), VX000 x = —A = G(v)

firallet € Tund v € X N; Y. Dann liefert Lemma 5.10 unmittelbar, dass A : X N; Y — X*
der Bedingung (K) geniigen muss. [ |

Folgerung 5.12: Sei (V, H, j) ein Evolutionstripel, I := (0,7),0 < T < o0, 1 < p < ¢ < o0,
X und Y wie Bemerkung 5.3. Des Weiteren sei A : X nNYCX — X* koerziv und beschrankt.
Dann geniigt A : X' N; Y — X* der Bedingung (K).

Beweis: Der Operator G : X N; Y € X — R mit G(v) := —||Av|| x+|v|x fir v e X N; Y
ist aufgrund der Beschrinktheit von A : X N; ¥ C X — X* selbst beschrinkt und erfiillt
(Av,vx0 ) x = —[lAv] = [lvx)o4lla > G(v) fiir alle v € XN; Y und ¢ € . Lemma 5.10 liefert
nun unmittelbar, dass A : X N; Y — X* der Bedingung (K) geniigen muss. [ |
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6 Existenzsatz mit separablem V

Bemerkung 6.1: (Aligemeiner Galerkin-Ansatz) Im Allgemeinen ist der Bildbereich V
nur separabel und reflexiv. Die {iblichen Existenzséitze aus der Theorie gewOhnlicher Differenti-
algleichungen sind dann aufgrund fehlender Kompaktheit im Bildbereich nicht anwendbar.

Die allgemeine Idee des Galerkin-Ansatzes besteht nun darin, eine Klasse von Unterrdumen U/
von V' zu betrachten, die V in einem gewissen Sinn approximieren und Eigenschaften aufweisen,
die gerade so gewéhlt sind, sodass Existenzaussagen moglich sind, wenn man in (1) V' durch ein
U € U ersetzt. Auf diese Weise erhélt man eine Familie von Losungen (yg)pe y- Ist diese Familie
zusatzlich beschrankt und sind die zugrunde liegenden Raume reflexiv, dann erhilt man schwach
konvergente Teilnetze/-folgen, welche die urspriinglich gesuchte Losung von (1) approximieren
sollen. Im Folgenden wird geklart, wie die Approximation im Detail aussieht.

(1)

(ii)

(iii)

Galerkin-Basis: Sei U ein System von Unterrdumen U C V, sodass (U, | - ||y) ein
Banachraum ist und

— v
U U =V
UelU

erfillt. Des Weiteren sei fiir U € U
Gl
Hy = j(U)""
und durch yg € Hy ein Netz von Anfangswerten gegeben, sodass

=7 .
y§ "S5 yo in H und |yl [l < lyolla-

Dabei ist die Konvergenz zunéchst im Sinne von Netzen zu verstehen, wird in dieser Arbeit
aber hochstens durch die Konvergenz einer Folge realisiert. Bezeichne im Folgenden eine
solche Familie (U, yOU Jue u als Galerkin-Basis von V.

Einschriankung der Evolutionstripel-Struktur: (Hy, (+,-)g) ist ein Hilbertraum und
U bettet beziiglich

Ju =], U — Hy

dicht in Hy ein, sodass (U, Hy, jy) ein Evolutionstripel (cf. Definition 5.1) definiert. Ins-
besondere erfiillt die zugehorige kanonische Einbettung ey : U — U™ fir alle u,a € U

leyu, @)y = (Ju,ja)g = (eu, @)y .
Einschrankung der Rdume: Geméfl Bemerkung 5.3 oder Lemma 2.17 ist
(LP(I7 U)v LQ(I, HU)) = (Lp(17 U)v Lq(I7 HU)7 L1 (Ia HU)a jUa iqu(I,HU))7

ein kompatibles Paar. Dabei ist j;; = j‘LP(I v LP(1,U) — LP(I,Hy) mit (jyu)(t) :=

ju(u(t)) im Sinne von Satz 3.14. Fiir Xy = LP(I,U)N;,, LY(I, Hy) und Yy = Cc(T, Hy)
ist entsprechend auch

(X, Yu) == (X, Yo, L' (I, Hy), jy, idy,)
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ein kompatibles Paar. Insbesondere sind also Xy Nj,, Yy und jy = Xy N, Yu — Yu
wohldefiniert. Entsprechend definiere

— 17p7ql I *
Wy : {ueWeU (1,U,U") -

de, U

ue Xy, —4— ¢ Xﬁ} :
Satz 5.5 liefert dann die Einbettung Wy — Xy Nj,, Yy sowie die verallgemeinerte partielle
Integrationsformel

de,, U . L _ de;, D

—0= Ol y = [((Guv)(9): GuD)(NuliZy — (2=, vl

dt dt
Xy Xy

fiir alle t/,¢t € T mit ¢ <t und v,d € Wy.

(iv) Einschriankung der Operatoren und rechten Seite: Es sei
Av = Afid g, idy,,) = (da, ) Aldx,) - Xu 0, Yo = X

geméf} Lemma 2.17 definiert und fy; := (idXU)* J € X Dann gilt fiir alle w € Xynj, Yy
und w € Xy, dass

(Apu, ) x, = (Au,u)x und (fy, @) x, = (f, ) x-

(v) Galerkin-System: SchlieBlich ergibt sich fiir die Galerkin-Basis (U, yY)ye ¢ die Wohlde-
finiertheit der verallgemeinerten Evolutionsgleichung (cf. Definition 5.6)

deU yU
dt

+Auyy = fu in Xy,
(Guyr)(0) = yi in Hy.
Man bezeichnet dieses System von verallgemeinerten Evolutionsgleichungen als Galerkin-

System beziiglich (U, yY)ye -

Als Erstes soll ein Existenzbeweis fiir einen Operator A := Ag + B : X N; Y — X* gefiihrt
werden, der sich aus einem beschrénkten Anteil B: X N; Y — &A™ und einem monotonen aber
nicht notwendigerweise beschriankten Anteil Ay : X — X* zusammensetzt. Der betrachtete
Operator soll insbesondere nicht induziert sein, was zu einem erheblichen technischen Aufwand
beim Beweis der Existenz der Galerkin-Losungen fiihrt.

Satz 6.2: (Existenzsatz fiir separables V') Sei (V, H,j) ein Evolutionstripel, V separabel
und reflexiv, I :=(0,7),0< T < 00,1 <p<g< oo, X, Y und W wie in Bemerkung 5.3. Des
Weiteren gelte:

(1) Ap: X — X* ist monoton.
(2) B: X N; Y — X* ist beschrankt.

B) A=A +B: XnN; Y — X* geniigt der Bedingung (K) beziiglich f € X* und der
verallgemeinerten Bedingung (M).

Dann existiert zu beliebigen y, € H eine Losung y € W von (1).
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Beweis:

0. Reduktion auf triviale rechte Seite: Es reicht die Behauptung fiir f = 0 in X* zu zeigen.
Sonst betrachtet man einfach A := Ag+B: XN;Y — X* mit B:=B—f: XN;Y — X*. Man
sieht leicht ein, dass A weiterhin der verallgemeinerten Bedingung (M) sowie der Bedingung (K)
beziiglich 0 € X* geniigt. Auflerdem bleibt B:x Nj Y — X* beschrinkt.

1. Galerkin-Ansatz: Der Beweis wird mit dem Galerkin-Ansatz geméifl Bemerkung 6.1 ge-
fithrt. Als Galerkin-Basis soll eine Folge (V;,, jan)nen dienen, die

o Vi CVop1 €V, dimV, < oo und (J,en Vn”'”V =V.

o an €V, jan "= yg in H und [ljan|r < |lyolln-

erfiillt. Diese gilt es allerdings erst geeignet zu konstruieren.

1.1 Approximation des Bildbereichs V: Fiir dimV < oo geniigen V,, = V und a, = j~
Sei nun dim V' = oco. Da V separabel ist, existiert eine abzéhlbare dichte Teilmenge M C V.

Stetigkeit von j : V' — H liefert, dass j(HH‘HV) - j(M)H'HH gilt und damit

1y0.
Die

Wegen BG)' ¥ = H ist deshalb GM)Y "™ — H. Das Gram-Schmidt-Verfahren (cf. Lemma
A.14) angewendet auf j(M) liefert nun ein vollstdndiges Orthonormalsystem (h;);eny € H in
H mit ({h; | i € N}) = (j(M)). Da j : (M) — (j(M)) linear und bijektiv ist, existiert j=! :
(j(M)) — (M) und ist wieder linear. Fiir v; := j~'h; (i € N) gilt dann aufgrund der Linearitit
von j 1, dass

{{oi [ i€ NY) =57 (({hi | i € N}) = 71 ((5(M))) = (M).

Dann erfiillt V,, := (v1, ..., v,) offensichtlich (M) = |J,,cn Vo und liefert die gewiinschte Appro-
ximation (V,,),en des Bildbereichs V.

1.2 Approximation des Anfangswerts: Da (h;);cny € H ein vollstéindiges Orthonormal-
system in H bildet, erfillt a, = > (hi,yo)avi € Vi geméB der Eigenschaften des n-ten
Projektionsoperators P, : H — Hy, (cf. Lemma A.15) definiert durch

n

Poh =" (hi,h)grhi
=1

fir h € H, dass ja, = Payg "= yo in H und |[jan|lg = [|Payollzr < |yoll fiir alle n e N.

1.3 Galerkin-System: Geméifl Bemerkung 6.1 ergibt sich die Wohldefiniertheit des Galerkin-
Systems beziiglich (Vy,, jan)nen. Dann soll y,, € Wy, n-te Galerkinlésung heifen, falls

devn Yn

S+ Ay, =0in X

(2)
(9v,9n)(0) = jan in Hy,,.
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2. Existenz der Galerkinlosungen: Die Existenz der Galerkin-Losungen, zeigt man #hnlich
zu den Sétzen von Peano und Caratheodory, indem man (2) mit Hilfe des auch fiir Bochner-
Sobolev-Funktionen geltenden Hauptsatzes (cf. Satz 4.8) dquivalent in ein Fixpunktproblem
iiberfithrt und dann eine geeignete Version des Fixpunktsatzes von Schauder anwendet. Zu diesem
Zweck tiberfiihrt man (2) zunéchst in eine dquivalente Operatordifferentialgleichung;:

2.1 Aquivalente Operatordifferentialgleichung: Da ey, : V;, — V;* einen Isomorphismus
definiert, ist der linear-induzierte Operator e, : LY (I,Vy) — L7 (I, V) geméf Satz 3.14 (iii)
ebenfalls ein Isomorphismus. Lemma 4.6 liefert dariiber hinaus, dass auch

dvﬁ e, dy, v

en : WH (1,V,)) — Whe' (I, V*) mit S = en—— in LY (I, V).

ein Isomorphismus ist.
Laut Bemerkung 4.4 und der Definition von Wy, (cf. Bemerkung 6.1 (iii)) erfillt y,, € Wy,
die Identitét (2); genau dann, wenn e,y,, € Whad'(1,V*) mit

dVTf enlYn deVn Yn
. dt

=—Ay. vy, in L (I, V).

Dabei wurde ausgenutzt, dass Ay, = LV (I,V¥) +51, LY (I, HY ) — LY (I,V*). Unter Verwen-
dung von Lemma 4.6 ergibt sich die Aquivalenz von Letzterem und y,, = e;, 'eny,, € Wh7' (1,V;,)
mit

an Yn an eglenyn -1 dvrf €nYn

at dt e T T —e, VA, y, in L7 (1,Vy).

GemiB Satz 4.8 gilt die Einbettung W4 (I,V,) — C°(1,V,,), sodass y,, € Wy, die Punkt-
auswertung (2), genau dann erfillt, falls {y, }v, (0) = a, in V;, im Sinne des stetigen Repré-
sentanten {y,}y;, € C°(I,V,) . Insgesamt ist y, € Wy, genau dann Lésung von (2), wenn
y,, € Wh4 (I, V,) mit

an Yn
dt

{Y,}v,,(0) = an in V..

= —e; Ay, y, in LY (I, V), )

2.2 Aquivalente Integraldarstellung und Fixpunktoperator: Lemma 4.7 sichert nun die
Wohldefiniertheit von F, : Xy, Mg, Yy, — Whe' (I,V,,) mit

t
(Fov)(t) == an — (Ve,, LAy, v)(t) = apn — / (e, LAy, v)(s)ds in V, fir t € T.
0

Mit Wha'(1,V;,) < Xy, Njy,, Yv;, (cf. Bemerkung 4.9 (ii)) folgt weiter die Wohldefiniertheit von

Fn: Xvn ﬁjvn yvn — XVn mjVn yvn.

Analog zur Theorie gewOhnlicher Differentialgleichungen folgt mit Lemma 4.7 und Satz 4.8 die
Aquivalenz von (3) und der Existenz eines Fixpunktes von F,, : W14 (I,V;,) C Ay, Ny, Y =

Wi (1,V;,).
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2.3 Existenz eines Fixpunkts von F,: Die Existenz eines Fixpunktes wird mit folgender
Version des Fixpunktsatzes von Schauder bewiesen:

Satz: (Schauder) Sei(X,| - | x) ein Banachraum, F : K C X — K ein stetiger Operator und
@ + K C X konvex und kompakt. Dann existiert ein x € K, sodass

Fr=xin X.

Beweis:  Siche [Riz04, Kapitel 1, Satz 2.46]. [ ]

Es gilt nun die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Schauder nachzuweisen:

(i)

(ii)

Stetigkeit von F,: GeméB Lemma 2.17 (iii) ist der Operator Ay, : Xy, N;. Yy, —
Xy < LY (I,V*) demistetig. Die Operatoren e;! : LY (I,V*) — L7 (I,V,) und V :
L9 (I,V,,) — W' (I, V},) sind linear und stetig (cf. Satz 3.14 und Lemma 4.7) also schwach
stetig, sodass F, = a, — Ve, Ay, : Xy, Njv, Yvi, = W4 (I,V,,) demistetig ist. Mit
dim V,, < co und Folgerung 4.11 folgt, dass

idwl'q/(I7Vn) s W (I, V) — Xy, ﬂjvn Vv,

stark stetig und schlieBlich F,, : Xy, N, Yy, = Xy, N, Yy, stetig ist.

Selbstabbildungseigenschaft des dquivalenten, gestauchten Fixpunktproblems:
Da F,, die geforderte Selbstabbildungseigenschaft im Allgemeinen nicht erfiillt, konstruiert
man einen Stauchungsoperator 7, : Xy, Njy. Vv, — (0, 1], sodass 7, F, die Selbstabbil-
dungseigenschaft erfillt und gleichzeitig dieselbe Fixpunktmenge wie F, besitzt. Dann
reicht es, fiir den gestauchten Operator die Existenz eines Fixpunkts zu zeigen.
Da man noch nicht weif}, wie der Stauchungsoperator 7, zu wéhlen ist, betrachtet man
einfach 7,7, fiir einen beliebigen Operator 7, : Xy, N; Yy, — (0,1] und zeigt die
Existenz von a-priori Abschétzungen, die von diesem Stauchungsoperator unabhéngig sind:
(a) A-priori Abschitzungen des gestauchten Problems: Sei nun 7, : Xy, Ojv..
Yv,, — (0,1] der noch zu bestimmende Stauchungsoperator. Angenommen es exis-
tiere ein Fixpunkt y,, € W' (I,V,) von 7,F, : W' (I,V,) € &y, N, Vv, —
W4 (1,V,,). Dann folgt analog zur Argumentation in (2.1) und (2.2), dass y,, € Wy,
mit

d
%tyn + 7n(Yn)Av, Yy, = 0 in Xy, |
(JVnyn)(O) = Tn(yn)jan in HV"-

Testen mit y,,x[0,] € Xv;,, wobeit € (0, T beliebig ist, liefert dann unter Verwendung
der Identitat (Avnv,f)>xvn = (Av, D)y fir alle v € Xy, Ny, Yy, , 0 € Xy, und der
in Wy, geltenden verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Bemerkung 6.1
(iii)), dass

dey, Yy
T (Yn) (AYns YnX(0,4) X = Tn(Yn) (AV, Yns YnX[0,4)) Xy, = — < Vjt "7yn><[o,t]>
Vn
1, . Tm\Yn 2
= Gy O + L a3,

45



Kapitel 6. Existenzsatz mit separablem V'

(b)

Mit ||jan|lg < |lyollm fir alle n € N (cf. (1.2)) folgt

i Tn(Yn)”
S1Gu) Ol + 7 () (A, Yuxpg) 2 < 5" llyoll7r- @)
Mit Division durch 0 < 7,(y,,) < 1 ergibt sich
1 : n(Yn) 1
m”(ﬂyn)(tﬂ@z + Ay yaxo)x < S llvolli < Sllvelm  (0D)
n\dn

firallet € I. Da % < m und A : XN;Y — X* der Bedingung (K) beziiglich 0 €

X'* geniigt, existiert eine von n € N unabhiingige Konstante M := M (||y,||%..A) > 0,
sodass

1Ynllan;y < M

fir alle n € N. Mit der Beschrénktheit von B : X N; Y — X folgt zunéchst die
Existenz einer von n € N unabhéngigen Konstanten C' > 0, sodass ||By,||x+ < C
fiir alle n € N. Zusammen mit (O00) im Fall ¢ = T folgt daraus

<A0yn’yn>x = <Ayn’yn>x - <Byn7yn>x < ”yOH%{ +CM

fiir alle n € N. Lemma 1.5 liefert schlieBllich fir h = 1 und S = (y,,)nen € X eine
von n € N unabhingige Konstante M’ > 0, sodass

Ay, [l 2+ < M

fir alle n € N.

Konstruktion des Stauchungsoperators 7,: Mit der Demistetigkeit von Ay;, :
Xy, Njy,. Vv, — Ay, (cf. Lemma 2.17 (iii)) folgt die Stetigkeit der Operatoren
(v = [(Av,v,v)a, [) : Xy, NG, Vv, = Rxo
und [ - [|xn,p Xy, Ny P, — R

Mit Lemma A.19 folgt weiter, dass auch die Stauchungsoperatoren g, h : Xy, N;
Yv,, — R definiert durch

1  falls ||vllxn;y < 2M
9(v) = M sonst
Tollxn;y
1 , falls [(Ay, v,v)x, | < M'M
und h(v) = M'M sonst "
(Av,vv) 2, | 7

stetig sind. Schliefllich ist der Stauchungsoperator
T = g(h . j:n) -h: Xvn ﬁjvn yvn — (0, 1]

und damit weiterhin der gestauchte Operator 7, F, : Xy, N, Vv, — Xy, N4, Vv,
stetig.
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(c)

(d)

Aquivalenz der Fixpunktprobleme: Da 7, : Xy, Njy., Yvi = (0, 1] in (2.3) (i)
(a) noch ein beliebiger Operator war, gelten sowohl fiir den in (2.3) (ii) (b) definierten
Stauchungsoperator, als auch fiir 7, = 1 die a-priori Abschéitzungen in (2.3) (ii) (a).
Genauer erfiillt sowohl ein Fixpunkt y,, € wld (I,Vy,) von 7, Fy, als auch von F,
die Abschétzungen

lynllxn;p < M und [ Ay, |2~ < M’

mit denselben von n € N unabhingigen Konstanten M, M’ > 0. Das impliziert
[{Ay,,, y,) x| < M'M und liefert daher direkt h(y,,) =1 (cf. (2.3) (ii) (b)). Ist nun
Y, € Wl’q/(I, Vi) ein Fixpunkt von F,, dann gilt mit

lyallan,y < M < 2M
und der Definition von g (cf. (2.3) (ii) (b)), dass
9(M(Yp) Fnyn) = 9(Fnyn) = 9(yn) = 1.

Das ergibt 7,(y,,) = 1 und damit 7,(y,,) Fn¥p = Fnly = ¥, in WH (I, V;,).

Ist dagegen y,, € wid (I,V,) ein Fixpunkt von 7,F,, dann muss auch schon
Tn(Yn) = 9(h(y,)Frny,)h(y,) = 1 gelten. Denn sonst miisste wegen h(y,) = 1
und der Definition von g gelten, dass || Fpny,[|xn,p > 2M. Das wiederum ergébe

M = ypllxn;y = @) Faynllxn;y = 19 (0(yn) Fryn) M(yn) Fryall 20,y
2M

=9 (Fnyn) Fr¥nllxn,y = 70—
lo (Fntn) Frvallan,y = oS

und damit einen Widerspruch. Also ist Fpy,, = T (Yp) Frnldp = Y in WHT (1, V;,).
Existenz eines Fixpunkts von 7, F,: Aufgrund der Einbettung Xy, — LY I, V)

e L9 (I, V,,) wohldefiniert und stetig. Mit ,, := |||e;1\||c(x* L4 (1V))

gilt dann fiir beliebiges v € Xy, Njy, Yy, , dass

< 2M.

2M||h(v) Fnv| xn .,
o) Foro] TR falls (| h(0) Fovl| xn,y > 2M
B> {70 (v) Frvl| 20,y = nllan;y !

[h(v) Frollxn;y falls [[h(v) Frollxn,p < 2M
> |

dy;, (V) Fpv

d
p = || (m(0)Vey Ay, v)

L (v, |l dt

L9 (1,Vy)

= ||g (h(v)Fpv) h(v) ddltn (Ve,:l.Aan)

L9 (1,Vy)
< Hh(v)eglAanHLq’(z,vn)

et Al

tnll(iday, )" h(v) Avllx; - < o [[P(v)Av| 2.

IN
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Dabei wurde fiir die Ableitung im zweiten Gleichheitszeichen verwendet, dass 7, (v) €
R. In der ersten Abschitzung wurde ausgenutzt, dass |g(h - F,)| < 1 und 4V =
id, o (LVi) (cf. Lemma 4.7). Die darauffolgende Identitit und Abschitzung ergeben

sich aus der Definition von Ay;, (cf. Bemerkung 6.1 (iv)) und der geméf Satz A.11
(i) geltenden Identitét

: * . .
i, g e, ) = Wi g, ) < 1

Definiere nun

Xy, Nj, Vv,
5= BV 0) € 2y, g D

Mit der Beschranktheit von B : X N; Y — X™ und der Einbettung Xy, N;,. Yy, —
X N; Y (cf. Lemma 2.17) folgt zundchst die Existenz einer Konstanten Ko > 0,
sodass

1Bv|x- < Ko
fiir alle v € 8. Dann gilt weiter mit der Definition von h (cf. (2.3) (ii) (b)), dass

h(v){(Aov,v)x = h(v)(Av,v)x — h(v)(Bv,v)x
< h(v)(Av,v,v) 2, + [|Bol x[lv]x
< M'M +2KoM

fir alle v € 8. Mit Lemma 1.5 fur Ag und h sowie der Beschrianktheit von B folgt
ein K1 > 0, sodass

[I1h(v)Av| x < K1

fiir alle v € 8. Das heifit, es gilt

fir alle v € 8. Definiere schliefilich

dy,, T (V) Fpv

<u K
dt = Bnft1

LY (I,Vy)

an v
dt

B, = {'v eW ' (I,V,)Nn8

2y, s
I
(Bn) Vn IV, Vn g XVn mjvn yvn.

< IJ'nKl} < Wl,q’ (17 Vn)v
L (I,Vy)

und IC,, = idWLLI’(I,Vn)

Dann ist 7,F, : IC,, C Xy, Njy., Yy, — IC;, wohldefiniert und stetig. Aulerdem ist
B,, offensichtlich nichtleer, beschriankt und konvex. Folgerung 4.11 sichert, dass

leql(_[, Vo) —— Xy, ﬂjvn Yy, .

Das heifit ICp, ist nichtleer, konvex und kompakt beziiglich der starken Xy, N; v Vv, -
Topologie, sodass der Fixpunktsatz von Schauder anwendbar ist. Nach (2.3) (ii) (c)
ist er auch Fixpunkt von F, und nach (2.2) und (2.1) Loésung von (3) und (2).
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3. Grenziibergang:

3.1 Konvergenz der Galerkinlosungen: Nach (2.3) (i) (a) fiir 7, = 1 gilt fiir allen € N
|yl 2n,p < M und [|Ay,||x- < M,

wobei M, M’ > 0 unabhéngig von n € N sind. Mit der Reflexivitit von X und X* (cf. Satz
3.11 und Satz 2.8 (i)) und der Charakterisierung relativ *-schwach folgenkompakter Mengen in
L>(I, H) geméB Lemma 3.15 folgt die Existenz einer Teilfolge, die wieder mit (y,,)pen € X N; Y
bezeichnet werden soll, und von Elementen y € X N; L>(I,H) = LP(I,V) N; L>(I,H) und
& € X* sodass

—00

y, "= yin X,
3Yn = Jy in L¥(I,H) (n — o)
und Ay, "¢ in x*.

3.2 Regularitdt und Randwerte des schwachen Grenzwerts: Sei nun v € |J,,cn Vi be-
liebig. Wegen V;, C V;,41 existiert ein ng € N, sodass v € V;, fiir alle n > ng. Fiir ¢ € C*°(I) mit

de
©(T) = 0 ist dann vp € Wy, mit ‘é"tw = ey, (v)p! in &Y, fiir alle n > ng, sodass Testen von
(2) fiir alle n > np mit Letzterer und anschliefender Anwendung der verallgemeinerten partiellen
Integrationsformel (cf. Satz 5.5 (iv)) liefert, dass

devn Yn
dt

(Av, 1, 00) 2, = —< ,w>x — (eva (0)6, ) 2y, + (ams 70)0(0)
Vn

fiir alle n > ng. Daraus ergibt sich unter Beachtung von (ey;, v, )y, = (ev, )y fur alle v,0 € V,
und (Ay;, v, f)>xvn = (Av, D) x fiir alle v € Xy, Njv. Yy, und v € &y, , dass

(Ayy,, vo)a = (e(V)@h yn) x + (jan, jv) e (0)

fir alle n > ng. Im Grenziibergang (n — oo) folgt unter Beachtung der in (3.1) aufgefiihrten
Konvergenzen und ja, npe Yo in H, dass

(& vp)x = (e(v)ehy)x + (Yo, jv) 1 #(0) (8)
fiir alle v € J,,en Vi und ¢ € C(1) mit ¢(T') = 0. Fiir ¢ € C5°([) folgt daraus, dass
(V) y)x = (& vp)x

fiir alle v € |J,,cn V- Da U, ey Vi dicht in V' liegt, folgt mit Lemma 5.4, dass y € W — X' N; Y
mit déty = —¢ in A*. Nun kann man gemaf Satz 5.5 (iv) in (A) partiell integrieren und erhalt

((GY)(0) = Yo, jv)rp(0) = 0

fiir alle v € U,,en Vae- Da j(Upen Vi) dicht in H liegt, folgt daraus fiir ¢ € C°°(I) mit ¢(T') = 0
und ¢(0) = 1, dass

(3y)(0) =y, in H.
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3.3 Schwache Konvergenz in X’ N; Y: Ziel ist es im Folgenden die Charakterisierung
der schwachen Konvergenz in Y geméfl Satz 3.3 auszunutzen, genauer punktweise schwache
Konvergenz in H nachzuweisen.

Sei dazu t € (0,77 beliebig aber fixiert. Die a-priori Abschéitzung sup,en |7y, |ly < M liefert
dann eine zunéchst von t € (0,7 abhéngende Teilfolge ((§y,,)(t))nea, € H mit Ay C N und ein
Element y,, € H, sodass

(Gyn)(t) "2 ya, in H (n € Ay).

Es ist also zu zeigen, dass A; = N gewéhlt werden kann. Dazu betrachtet man ein beliebiges
v E UnEAt V. Wegen V,, C V,,, fiir m,n € Ay mit n < m existiert wieder ein ng; € Ay, sodass
v € V,, fir alle n > ng; mit n € Ay. Testen von (2) fiir n > ngs (n € Ay) mit vPEX[0,4] € XV,
wobei ¢ € C°(I) mit ¢(0) = 0 beliebig ist, liefert wie in (3.2), dass

<Ayn7 U@X[O,tpx = <e(v)¢/X[0,t]7yn>X - ((Jyn)(t)aJU)H@(t)

tir alle n > ng; mit n € A;. Im Grenziibergang (n — oo, n € Ay) folgt nun, dass
(& vexpg)x = ()Xo, Y x — (Ya,, J0)EP(D)

fiir alle v € {U,,cp, Vo und ¢ € C° (I) mit ©(0) = 0. Die verallgemeinerte partielle Integrations-
formel liefert dann, dass

((GY)(#) —ya, Jv)ae(t) =0
fiir alle v € UneAt V- Da wegen V,, C V41 fiir alle n € N offensichtlich UneAt Vi = Unen Vo
ist und damit dicht in V liegt, erhilt man fiir ¢ € C°°(I) mit o(t) = 1 und ©(0) = 0, dass
(Jy)(t) = ya, in H, das heifit
() (1) "= (Gy) () in H (n € Ay).

Da diese Argumentation fiir jede Teilfolge von ((jy,,)(t))nen € H wahr bleibt, ist (jy)(t) € H
schwacher Haufungspunkt jeder Teilfolge von ((jy,,)(t))nen € H. Das Teilfolgenargument (cf.
Lemma A.1) liefert nun, dass A; = N gewédhlt werden kann. Da t € (0, T] beliebig war, erreicht
man schliefllich

Gy, () "= (Gy)(t) in H

fiir alle ¢t € 1. Mit ||y, |ly < M und der Charakterisierung der schwachen Konvergenz in Y (cf.
Satz 3.3) folgt daraus

Jy, "= jy in Y.

SchlieBlich erhdlt man mit der Charakterisierung der schwachen Konvergenz in Schnitten (cf.
Folgerung 2.9)

Yn niwyinXﬂj Y.

Nun hat man die notigen Konvergenzeigenschaften nachgewiesen, um im néchsten Schritt mit
Hilfe der verallgemeinerten Bedingung (M) den schwachen Grenzwert &€ mit Ay zu identifizieren.
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3.4 Identifikation von Ay und &: Betrachtet man nun die fiir Galerkin-Losungen geltende
Ungleichung (O) in (2.3) (ii) (a) fir 7 (y,) = 1, dann gilt

1, 1
(Ayn, o) < =51y (DI + S llvoll i

fiir alle n € N. Bilden des Limes superiors beziiglich n € N auf beiden Seiten liefert dann unter
Beachtung der fiir beschriankte Folgen (by,),eny € R und Konstanten ¢ € R geltenden Rechenre-
geln («) limsup,,_, o [bn + ¢] < ¢+ limsup,,_, . b, und (B) limsup,,_,oc —bn = — liminf,, o0 by,
() der schwachen Unterhalbstetigkeit von || - ||;r und (4) der verallgemeinerten partiellen Inte-
grationsformel (cf. Satz 5.5 (iv)), dass

) (o) 1., . 1
lim sup (Ay,., gy )x < limsup [—n(ayn)(T)n%[] + Lol
n—00 2 2

n—oo

@ o1 1
= —tliminf o [|(Gy,) (D)% + 5 lvoll

M 1

< —SIG@IE + 5 GO

©) _ /dey _

Mit der verallgemeinerten Bedingung (M) folgt schlielich, dass Ay = € in X*, also

d
<y + Ay =0 in X7,

dt
(3y)(0) =y, in H.

Damit ist der Beweis von Satz 6.2 vollstédndig. [ |

Folgerung 6.3: (Vereinfachter Existenzsatz fiir separables V') Sei (V, H,j) ein Evolu-
tionstripel, V' separabel und reflexiv, I := (0,7), 0 < T < o0, 1 < p < 00, X := LP(I,V),
YV:=C%I,H) und W := Whpr (I,V,V*). Des Weiteren gelte:

(1) Ap: X — X* ist monoton.
(2) B: XN; Y — X* ist beschréankt.

(B A=A +B:XN; Y — X geniigt der Bedingung (K) beziiglich f € A* und der
verallgemeinerten Bedingung (M).

Dann existiert zu beliebigen y, € H eine Losung y € W von (1).

Beweis: Geméifl Bemerkung 2.5 (i) gilt die Mengengleichheit X = LP(I,V) N; LP(I, H) mit
Norméquivalenz, sodass die Behauptung unmittelbar aus Satz 6.2 im Fall p = ¢ folgt. [ |
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[/ Existenzsatz mit nichtseparablem V/

Ziel ist es nun, das fiir separable Bildbereiche bewiesene Resultat auf nur reflexive zu verallge-
meinern. Fehlende Separabilitat der Bildbereiche hat vor allem zur Folge, dass keine aufsteigende
Folge von endlichdimensionalen Unterrdumen existieren muss, die den Bildbereich bis auf Dicht-
heit approximiert. Dieses Problem umgeht man, indem man ein moglicherweise iiberabzéhlbares
System separabler Unterrdume betrachtet, welches den Bildbereich ausschopft. Dieses System
wird allerdings ungeordnet sein, sodass die fiir den Beweis wichtige aufsteigende Struktur lokal
kiinstlich erzeugt werden muss. Das liefert das folgende Lemma. Man fiihrt dann den gesamten
Grenziibergang in Satz 6.2 zunéchst lokal durch und setzt die gewonnenen lokalen Informationen
anschliefend zur gewiinschten globalen Aussage zusammen.

Lemma 7.1: (Lokale Existenz aufsteigender Folgen von Unterraumen) Sei (V,H, )
ein Evolutionstripel, V' reflexiv, I := (0,7), 0 < T < 00, 1 < p< g < oo, M > 0, X :=
LP(I,V)n; LY(1, H), yo € H und

Uy, = {U CV | (U, |lv) separabler Banachraum mit y, € Hy := WH'HH}.

(i) Dann ist (U,yo)ve iy, eine Galerkin-Basis im Sinne von Bemerkung 6.1 (i).

(ii) Sei ¥ : Uy, — P(Bﬁ(O)) \ {@} mit ¥(U) C Xy := LP(I,U) Ny LY(I,Hy) fir U € Uy,
sodass fur

Ly = |J ¥(2) < B0
ZeUy,
ZoU

einy € nUeL{yO Ly (X7 existiert. Dann existieren zu jedem U € Uy, Folgen (Up)nen C
Uy, und (Y, )nen € X mit U C Uy, C Upy1 und y,, € ¥(Uy,) fiir alle n € N, sodass

Yy, nzoe yin X.
Beweis: Es handelt sich um eine instationire Verallgemeinerung von [BH72, Proposition 11].

Die Argumente sind jedoch dieselben und werden nur an einigen Stellen angepasst.
ad (i) Da R(j) dicht in H liegt, existiert (an)nen C V, sodass jan e Yo in H. Dann ist
— — v
U:={an|neN}) € Uy,,
) i N Tl . _
also Uy, # @. Weiter gilt fiir v € V und U € Uy, dass (v,U) € Uy, also Upye y,, U =
V. Damit ist (U, yo)ve Uy, eine Galerkin-Basis im Sinne von Bemerkung 6.1 (i).

ad (ii) Man geht in zwei Schritten vor:

Schritt 1: Zunichst zeigt man fiir fixiertes U € Uy, die Existenz einer Folge (Sy,),en mit Sy, =
(Un,j)lgjgr(n) C Uy, und von Elementen Yu,,; € W (U ;) mit 1 < j <r(n), r(n),n €N,
sodass

1) yeU nen {wu,,;}
1<j<r(n)

T(X,X*)

53



Kapitel 7. Existenzsatz mit nichtseparablem V'

(2) Fir1<m<mi,1<j<r(m)und 1< ji <r(my)gilt UC Up; C Un,ji-
Dazu zeigt man per Induktion, dass fiir alle n € N Folgendes gilt:
(IV) Es existieren (Sy)m=1,...,.n—1, sodass fir 1 <m <n —1 gilt:
(i) S = (Um,j)lgjgr(m) C U mit Umﬂ' DUfir1 <5< r(m)
(i) Firm<mi <n-—1,1<j<r(m)und 1 <ji <r(mq) gilt Upj € U, j; -
(ili) Es existieren yy, € ¥(Up,;) mit 1 < j < r(m), sodass zu (v5)s=1,..m C B (0)

ein 1 < j < r(m) existiert, sodass fiir alle 1 < s <m
" 1
‘<’Us7yUm’j - y>X| < E
(1A) Fiir Z € Uy, mit Z O U und y, € ¥(Z) definiert

Y2y, = {v" € BE(0) | |(v",y; —y)x| <1}

eine beziiglich der Teilraumtopologie von 7(X*, X**) auf B{ (0) offene Menge. Gleich-
zeitig ist fiir v* € B (0) die Menge Zy+ := {v € X | [(v*,v — y) x| < 1} eine beziiglich
7(X, X*) offene Umgebung von y € ET(X’X ). Dann existieren Z € Uy, mit Z 2 U und
Yz € ¥(Z) mit yz € Zy+, das heit |(v*,y; — y) x| < 1. Damit ist

(Yzy,1)zetty,, 20U
yz€¥(2)

eine beziiglich der Teilraumtopologie von 7(X*, X**) auf B{¥ " (0) offene Uberdeckung von
B{¥"(0). Gemif der Sitze 2.8 (i) und 3.11 sind X und X* reflexiv, sodass nach dem Satz
von Kakutani (cf. Satz A.5) der abgeschlossene Ball B{¥" (0) beziiglich 7(X*, X**) und
damit auch beziiglich der Teilraumtopologie von 7(X*, X**) auf B{¥" (0) kompakt ist. Das
heifit es existiert eine endliche Teiliiberdeckung. Genauer existieren (U1 j)1<j<p1) € Uy,
mit Uy ; 2 U, r(1) € N und Yu, ; € W (Uy,j), sodass

(1)

X*
Bi* (0) € U YU1,j7yU1j71'
j=1 ’

Zu jedem v* € B (0) existiert dann ein 1 < j < (1), sodass fiir yu, ; € ¥(Uy) gilt,
dass [(v*, yy, ; — y)x| < 1. Mit Sy := (U15)1<j<r) folgt der Induktionsanfang.

~ I-llv
(IS) Man nehme an, es gelte (IV) fiir n. Definiere nun U, := <U;(:nl_1) Un_17j> € Uy, . Fiir

V)s=1...n C X* ist auch Z,,» ae={ve X | |[(vi,v—y)x <n lfirallel<s<n
s yeees (vl,...,'un) s
eine beziiglich 7(X, X*) offene Umgebung von y € Lﬁ (%,

mit Z 2 U, und Yy € U(Z) mit y, € Ziy:,. vy, das heif}t

x ). Dann existieren Z € Z/{yo
(i yz -y x| <n!
fir alle 1 < s < n. Daher sind die Mengen

Yzy,n = {(v7, ...,’U:;)T € (Bj *(0))n | (v, y; —y)x| < nlfirallel <s< n}
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fir Z € Uy, mit Z 2 ﬁn und y; € ¥(Z) eine beziiglich der Teilraumtopologie von
7((A&™)*, (X")**) auf (B{¥"(0))" offene Uberdeckung von (B{¥"(0))™. Nach dem Satz von
Tychonoff (cf. Satz A.2) ist (Bf¥ (0))" kompakt beziiglich 7((&™)*, (X™)**) und damit
auch beziiglich der Teilraumtopologie von 7((X™)*, (X")**) auf (B (0))", das heift es
existiert wieder eine endliche Teiliiberdeckung. Genauer existieren wieder (Un,j)lgjgr(n) C

Uy, mit r(n) €N, Uy, ; D U, und Yu,; € ¥(Uny) fiir 1 < j < r(n), sodass

r(n)
Bl C U n 7’yUn,j7n

Zu (v¥)s=1,..n C B{¥ (0), das heift (v?,...,v%)T € (B (0))", existiert dann ein 1 < j <
r(n), sodass fur Yu,,; € ¥(Un,;) gilt, dass [(vi,yy, . —y)xl < n~1 fiir alle 1 < s < n.
Definiere schliefflich Sn = (Uy, ])1<]<T(n) Dann vervollstandigt S, und die zugehorigen
(wa)lgggr(n) die Folge (Sm)m=1,...n—1, sodass die obigen Bedingungen (i) bis (iii) auch
fir 1 < m < n erfiillt bleiben. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und Induktion tiber
n € N sichert die Existenz der Folge (Sy),en, welche den Bedingungen (i) bis (iii) und

(x,x*
damit (2) gentigt. Bedingung (iii) impliziert y € |J ,en {yUnj} ) und damit (1).
1<j<r(n)

Schritt 2: Definiere den separablen und reflexiven Banachraum

lI-{lv
Uo = < U Un,j> .
1<5<r(n),neN

Dann sind auch &p := Xy, und & gemiB der Sdtze 2.8 (i), (ii), 3.9 und 3.11 separabel
und reflexiv. Das heifit es existiert eine Folge (v¥)sen C BX*( 0), sodass ({v} | s € N})
dicht in X7 liegt. Wegen yy, . € U(Un,j) C Xy, ; € & und Punkt (1) in Schritt 1 gilt
auch y € Xp. Nach dem Satz von Hahn-Banach (cf Satz A.4) existieren normerhaltende
Fortsetzungen (7%)sen € Bf¥ (0) mit (idx,)* 05 = vy in &f. Fiir jedes n € N und zu
(T)s=1...n € B (0) existiert gemaB Schritt 1 (IV) (iii) ein 1 < j < 7(n), sodass fiir
Up :=Up,; und das zugehdrige y,, == yy, . € U (U,) gilt, dass

. _ _ 1
(Vs Un — W) 2| = {(dx,) V5, ¥ — ¥) 20| = (U5, 9, — W) x| < -

fir alle 1 < s < n. Da die Folge (y,,)nen C BA)/([ (0) beschrankt ist und die lineare Hiille von

{v} | s € N} nach Definition dicht in &j liegt, erhélt man daraus y,, "2 in Xy < X
]

Satz 7.2: (Existenzsatz mit nichtseparablem V) Sei (V,H,j) ein Evolutionstripel, V
reflexiv, T := (0,7),0 < T < 00,1 < p < g < 00, X, Y und W wie in Bemerkung 5.3. Des
Weiteren gelte:

(1) Ap: X — X* ist monoton.
(2) B: XN; Y — &X* ist beschrankt.

B) A=A +B: XnN; Y — X* geniigt der Bedingung (K) beziiglich f € X* und der
verallgemeinerten Bedingung (M).
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Dann existiert zu beliebigen y, € H eine Losung y € W von (1).
Beweis: Es reicht wieder den Fall f = 0 in X'* zu betrachten.

1. Galerkin-Ansatz:  Sei Uy, wie in Lemma 7.1 (i). Das heit (U, yo)ve 1y, ist eine Galerkin-

Basis im Sinne von Bemerkung 6.1 (i) und damit das Galerkin-System beziiglich (U, yo)ve 14,
wohldefiniert. Es soll y;; € Wy Galerkin-Losung zu U heiflen, falls

d,
L YU Ayyy =0 in &7,

dt (4)

(Juyy)(0) =yo in Hy.

2. Existenz der Galerkin-Losungen und a-priori Abschdatzungen: Ziel ist es Satz 6.2
anzuwenden. Wie in Bemerkung 6.1 sieht man leicht ein, dass (4) eine verallgemeinerte Evoluti-
onsgleichung im Sinne von Definition 5.6 darstellt. Jedes U € Uy, ist laut Definition separabel
und als abgeschlossener Unterraum des reflexiven Raums V selbst reflexiv. Es gilt daher nur noch
die Eigenschaften der eingeschrinkten Operatoren zu priifen. Aus Lemma 2.17 folgt unmittelbar:

(i) (Ao)y = (idxy, )" Aoidx, : Xy — A} ist monoton.
(ii) By := B(ide,idyU) : Xy Nj, Yu — Xy ist beschrinkt.
(iii) Ay = (Ao)u + By : Ay Nj, Yu — A} geniigt der verallgemeinerten Bedingung (M).

Es bleibt die Bedingung (K) beziiglich 0 € A%} zu priifen. Sei also K > 0 beliebig. Weiter sei
u € Xy Nj, Yu, sodass

1.
NG OIE + (Avu, uxpy) p <K

fiir alle ¢ € I. Wegen (Ayu, ux[07t1>xU = (Au, “X[O,t]>x folgt aus der Bedingung (K) beziiglich
0c X" von A: XN; Y — X* die Existenz einer Konstanten M := M (K, .A) > 0, sodass
lullxyn, v = lullxny < M

und damit die Bedingung (K) beziiglich 0 € X} von Ay : Xy N, Yy — A Damit sind alle
Voraussetzungen von Satz 6.2 erfiillt und fiir jedes U € Uy, die Existenz einer Galerkin-Losung
Yy € Wy zu U gesichert.

Testet man nun (4) mit y;; € Wy, dann erhilt man wie in Satz 6.2 (2.3) (ii) (a) von U € Uy,
unabhingige Konstanten M, M’ > 0, sodass

lyvllxn;y < M und [Ayy|x- < M’

fiir alle U € Uy, . Damit ist der Losungsoperator W : Uy, — P(B(0)) \ {@} mit
W (U) :={yy € Wy | yy ist Galerkin-Losung zu U} C Xy fiir U € Uy,
wohldefiniert. Definiere weiter

Ly:= |J ®(2)#@.
ZEUy,,
Z2oU
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3. Grenziibergang:

3.1 Konstruktion des schwachen Grenzwerts: Ziel ist es im Folgenden zu zeigen, dass

N W™ zo
Uelly,

sodass Lemma 7.1 anwendbar ist. Dies erreicht man mit dem Vorgehen wie in [Riz04, Kapitel 3,
Satz 3.43], welches vor allem auf dem endlichen Durchschnittsprinzip (cf. Lemma A.3) beruht.

Nach Konstruktion ist Ly C Ly fir W C Z. Da (Z U W>H'Hv € Uy, fiir beliebige Z, W € Uy,
gilt, erhdlt man auch

D # Loy CLzNLw.

Induktiv folgt fiir beliebige U; € Uy, mit 1 <i <n und n € N, dass

n

(L, # 2.

i=1
Demzufolge ist (ET(X’X*))UG u,, ein zentriertes System beziiglich 7(X, X*) abgeschlossener
Mengen. Aus der Definition folgt direkt, dass

T, %) c BE(0)

fir alle U € Uy,. Der Satz von Kakutani (cf. Satz A.5) sichert weiter, dass Bﬁ(O) beziiglich
7(X, X*) kompakt ist. Damit ist das zentrierte System (Lg (X ))Ue Uy, in einer beziiglich
7(X, X*) kompakten Menge enthalten. SchlieBlich liefert das endliche Durchschnittsprinzip (cf.
Lemma A.3), dass

(XX
N L% 2@
Ue Uy,

7T(X7

Genauer folgt die Existenz eines Elements y € (¢ Uy, Ly X ). Insgesamt sind die Voraus-

setzungen von Lemma 7.1 erfiillt, welches nun den Grenziibergang erméoglichen soll.

3.2 Lokale Regularitat und Anfangswerte: Sei U € Uy, beliebig aber fixiert. Jetzt liefert
Lemma 7.1 die Existenz von Folgen (Uy,)pen und (y,,)nen € X N Y mit

UCU, CUpt1 und y, € ¥(U,) C Ay, (5)
fiir alle n € N, sodass

y, = yin X,

dEUn Yn

gt + Ay, y, =0in X[jn,

(Ju,Yn)(0) =yo in Hy,,.
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Definiere nun zu diesem U € Uy, und der in Lemma 7.1 konstruierten Folge (Un)pen den
separablen und reflexiven Banachraum

v
U:= < U Un> € Uy,

neN

Dann ist insbesondere (y,,)nen C Xﬁ N 5 yﬁ. Die schwache Abgeschlossenheit von Xﬁ beziiglich
7(X, X*) liefert dann auch y € Xﬁ Wegen

l75Ynllys = 1l7ynlly < M und ||A[7yn||x5 = H(idxa)*Ayon% < | Ay,[l2- < M’

fiir alle n € N erhélt man zusitzlich eine Teilfolge (¥, )nea~ € X Nj~ Vi mit Ay € N und ein
U U
Element 55 € X[%, sodass

. * . .
I5Yn — Iy in Lo°(1, Hﬁ) (n — oco,n € Ag),

AsYn £ in X2 (n € Ag).

Nun befindet man sich in der Situation von 6.2 (3.1), wobei dort U die Rolle von V' mit Galerkin-
Basis (Un, Yg)nen einnimmt, sodass man in diesem Beweis direkt zum Ende von (3.4) springen
koénnte. Um zu zeigen, dass dabei keinerlei Schwierigkeiten auftreten, werden die einzelnen Schrit-
te in der Folge dennoch im Detail ausgefiihrt.

Sei also u € ¢ A Uy, beliebig. Dann existiert wegen der aufsteigenden Struktur in (5) ein
ng € Ag, sodass u € Uy fiir alle n > ng mit n € Ag. Testen von (6) fiir n > ng (n € Ag)
mit up € Xy, wobei ¢ € C*°(I) mit ¢(T) = 0, liefert nach anschlieBendem Grenziibergang

(n — 0o,n € Ag) wie in Satz 6.2 (3.2) die Identitét

(€5 up)aes = (e (Weh y) 2 + (Yo, ju) 1 ¢(0) (7)

fiir alle u € U und ¢ € C*° (I) mit (T) = 0. Fiir ¢ € C§°(I) folgt speziell, dass y € W;; mit

de=y e
. *53 m Az (8)
und mit Satz 5.5 (iii) insbesondere, dass
Jpy € V5. (9)

Damit kann man in (7) geméaf Satz 5.5 (iv) partiell integrieren und erhélt
((G59)(0) = yo, ju) - (0) = 0

fiir alle u € U. Nun kann man wegen (J59)(0),y0 € Hg wie in Satz 6.2 folgern, dass (j5y)(0) =
Yo in Hp, das heiit (jy)(0) = yq in H. Die Anfangswertbedingung ist demnach bereits erfillt,
aber es gelten nur lokale Regularitédtseigenschaften. Das weitere Vorgehen besteht nun darin, mit
diesen lokalen Regularitétseigenschaften weitere lokale Informationen zu folgern, mit denen man
schlieflich eine globale Aussage treffen kann.
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3.3 Schwache Konvergenz in X mjﬁ Vi Sei wieder t € (0,71 beliebig aber fixiert. Wegen
||jﬁynH3;a = |lJynlly < M fir alle n € A und ((jﬁyn)(t))nEAa C Hp; existieren zunéchst
eine von t € (0,7] abhéngende Teilfolge ((jijn)(t))neAa C Hp mit Ay, € Ap und ein
ot )
YA~ € Hp, sodass
U,t

. — .
(GFpyn)(t) "= yag 0 Hp (n€Ag,)-

Fir u € Up,cp. Un, das heifit u € U, fiir alle n > no; mit n € Aﬁt und ein geeignetes
U,t )

no € Ag ,, liefert Testen von (6) fiir n > noy (n € Ag ) mit upx(oy € Xu,, wobei ¢ € C>(I)
mit ¢(0) = 0 und ¢(t) = 1, und anschlieBendem Grenziibergang (n — 0o, n € Ag ) die Identitét

< ﬁX[O,t]a u<p>ij\ = <€ﬁ(u)@/7 yX[O,t]>X/U\ - (yAf]\,t7jU)Hfj\

fiir alle v € U und ¢ € C°°(I) mit ¢(0) = 0 und ¢(t) = 1. Dabei wurde wie in Satz 6.2 (3.3)
ausgenutzt, dass aufgrund der aufsteigenden Struktur in (5) die Mengengleichheit (J,,cp . Un =
U,t

Unen Un gilt. Mit der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Satz 5.5 (iv))’ erhélt
man daraus

j~y)(t) — ) g =0
((Gpy)@) yAat,JU)HU
fiir alle u € U. Wegen (Jpw)(t) € Hg (cf. (9)) gilt dann
Gpy)t) = Yag i Hp.

Da diese Argumentation fiir jede Teilfolge von ((j;45) (t))neAa C Hp; wahr bleibt, ist (5y)(t) €
Hg schwacher Héufungspunkt jeder Teilfolge von ((j54,)(t))ne As C Hp. Das Teilfolgenargu-

ment (cf. Lemma A.1) liefert erneut, dass bereits A, = Ap gewdhlt werden kann, das heifit
(G59n)(®) "= (G5y)(t) in Hy (n € Ag)
fiir alle t € I. Mit ”j/U\y"Hyﬁ = [l3ynlly < M fiir alle n € Ay und Satz 3.3 folgt dann
. n—oo . .
IpYn — Jpyin Vs

Die Charakterisierung der schwachen Konvergenz in Schnitten (cf. Folgerung 2.9) liefert schlief-
lich wieder

n—oo .
Y, — yin Xﬁ mjf} yﬁ.

Jetzt hat man hinreichende Konvergenzeigenschaften von (y,,)nen € Xﬁ Mg~ yﬁ nachgewiesen
U
und nutzt wie in Satz 6.2 die verallgemeinerte Bedingung (M) von Aﬁ F X5 N V5 — Xé, die
U
sich geméf Lemma 2.17 von A : XN; Y — X* vererbt, um ‘5(7 und A/U\y in X5 zu identifizieren.
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3.4 Identifikation von §; und Aﬁy: Durch Testen von (6) fir n € Ay mit y, € Wy,
erhdlt man analog zu Satz 6.2 (2.3) (ii) (a) fiir 7,(y,,) = 1 die Abschitzung

1. . 2 1 2

fiir alle n € Aﬁ Daraus folgert man mit den selben Argumenten wie in Satz 6.2

. . 1, . 1

limsup (Ag 9. y) e, < limsup | =2 Ggya) (D) + 5 lvol 3
n—o0 U n—o0 2 U 2 U
nEAa nEAf]\

S S 9 1 9
— —timint 21 Ggun) Dl + ol
nGA{]\

< 51w Mk + 1G5 01z

def]\y
*

und mit der verallgemeinerten Bedingung (M) von Aﬁ D X N Vs — 2\%, dass Aﬁy =
U

: *
€U in Xﬁ’ also

dey .
v —I-Aﬁy:O in Xﬁ’

dt
(Jy)(0) = yo in H.

(10)

3.5 Globale Regularitat und Giiltigkeit der verallgemeinerten Evolutionsgleichung:
Seien nun u € U und ¢ € C°([) beliebig. Testen von (10); mit up € A% liefert unter Anwendung
der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel die Identitét

de~y
(Ay, up)x = (Agy, up) 2 = < ‘;Ut usﬁ> = {ep(w)ery)x. = (e(wel y) x
X5
fiir alle w € U und ¢ € Cg°(I). Da U € Uy, in (3.2) beliebig gewihlt war, ldsst sich die gesamte
Argumentation fiir alle U € Uy, wiederholen und es folgt sogar

<Ay7 UQD>X = <6('LL)QD/, y>X
fir alle w € V und ¢ € C5°(1). Schliefllich ist y € W mit

d
L+ Ay =0 x7,
(Jy)(0) =yo in H.

Damit ist der Beweis von Satz 7.2 vollstédndig. [ |

Bemerkung 7.3: (Vereinfachter Existenzsatz fiir nichtseparables ') Mit Satz 7.2 gilt
Folgerung 6.3 auch ohne Separabilitdt von V.
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8 Verallg. Pra-Evolutionsgleichungen

Fiir ein beschrinktes Gebiet Q C R?, d > 2 und % <p< oo ist

(Wo(Q), L*(9),id)

ein Evolutionstripel, da in diesem Fall die dichte Einbettung WO1 P(Q) — L*(Q) gilt. Es kann fiir
die Anwendung aber zusétzlich interessant sein, niedrigere Werte von p zu betrachten. Da man
dort zumeist an distributionellen Identitéten in D’(I x Q) interessiert ist, ist es weniger wichtig
den ganzen Raum I/VO1 P(Q) als Testfunktionenraum zu nutzen, sondern C{°(2) C WO1 P(Q).
Gleichzeitig gilt C5°(Q2) € W, P(2) N L2(2) und die Einbettung Wy () N L2() — L2(Q) ist
fiir alle 1 < p < oo dicht, sodass auch

(Wo () N L*(Q), L*(%),id)

ein Evolutionstripel ist. In diesem Fall kann man also die Evolutionstripel-Struktur austauschen
und erhélt dhnlich gute Resultate. Die allgemeine Struktur, welche dies ermoglicht, soll in der
Folge eingefithrt und untersucht werden.

Definition 8.1: (Pra-Evolutionstripel) Sei (V, H) ein kompatibles Paar, wobei (V,| - ||v)
ein Banachraum und (H, (-, -)z7) ein Hilbertraum ist, sodass

mﬂ‘l\v —V und R(j)\"HH =iV H)\"HH I
Dann bezeichnet man die Struktur (V, H, j) als ein sogenanntes Pri-Evolutionstripel.

Bemerkung 8.2: Sei (V, H,j) ein Pra-Evolutionstripel mit reflexivem V.

(i) Evolutionstripel-Struktur: Aus der Definition folgt direkt, dass (V N; H, H, j) ein Evoluti-
onstripel mit kanonischer Einbettung e := j*Rj : V.N; H — (V. N; H)* = V* +;« H*
ist.

ii) ldentitat: Bezeichne wieder . : V N; H — V die Identitét, wenn V N; H mit der || - ||vn, 1-
J J Jj
Topologie versehen ist. Dann sind # und #* : V* — V* 4+ H* mit

<f*v*7v>vij = (v",v)v

fiir alle v € V N; H und v* € V* stetig. Satz A.12 (iii) liefert N(#*)- = R(7) 1V = v
und damit die Injektivitdt von #* : V* — V* +;« H*. Das heifit die Abbildung

ey = (I te:e(R(I")CVNH-V

ist wohldefiniert und injektiv, aber im Allgemeinen keine Einbettung.

(iii) Rdgume: Da im Fall eines Pré-Evolutionstripels (V, H,j) fir I := (0,7), 0 < T < o0,
1 < p < q < oo die Réume LP(I,V) und LP(I,V)N; LP(I,H) im Allgemeinen nicht
zusammenfallen und damit nicht wie aus Satz 6.2 die vereinfachte Form in Folgerung 6.3
abgeleitet werden kann, betrachtet man nun separat

X e {LP(I,V), LP(I,V)Nn; LY(I, H)}.
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Das heifit es kann sowohl X = LP(I,V), als auch X = LP(I,V) N LI(I, H) gelten. Falls
ein Resultat nur fiir einen der beiden Fille gilt, wird in der Folge darauf hingewiesen.
Zur Unterscheidung zum urspriinglichen Fall eines klassischen Evolutionstripels setzt man
zusdtzlich

Xy = LP(I,V N H)nj LY(I, H),

W, = {v e WhPd'(I,V Ny H,V* 4« H*) -

d
veXy,eUeX}}.

Fiir reflexives V' gilt X7, = LY (1,v* +jx H*) 44 LY (I, H*) (cf. Satz 2.8 (iii)). Geméif
Bemerkung 3.18 (ii) gilt die Mengengleichheit

X, = LP(I,V)n; LY(I, H)

mit Norméquivalenz. Bezeichne £ : X ; — X mit fv = v die Identitdt interpretiert als
stetiger Operator beziiglich der starken X »-Topologie. Es liegt C3°(1, VN, H) C X, dicht
in LP(1,V), da V N H nach Voraussetzung dicht in V" liegt. Da damit auch die Einbettung
S Xy = X c {LP(I,V),LP(I,V)Nn; LY(I,H)} dicht ist, liefert Satz A.12 (iii) erneut

N = R#HM* = x. Das heisit
IF X e (P (1,V), LP (1, V*) 4« LY (I, H)} — X%
ist eine Einbettung. Im Fall X = LP(I,V)Nn; LI(I,H) ist £ : Xy — X wie bereits
erwihnt ein Isomorphismus und entsprechend auch #* : X* — X7 Des Weiteren sind
(Xa y) = (Xa Y, Ll(Iv R(GV) + R(eH))a ev, eHidy)
und (X, Y) = (X, Y,LY(I,H),j,idy)

kompatible Paare und fir j := eI_JleV sind
Xy, Y=XN;Yundjg:Xys0; Y =Y.
wohldefiniert mit Norméquivalenz.
Als néchstes soll ein Ableitungsbegriff eingefiihrt werden, der es ermdglicht, im Falle eines Préa-

Evolutionstripels (V, H, j) ein instationéires Problem als Operatorgleichung in X* auszudriicken.

Definition 8.3: (Verallgemeinerte Zeitableitung beziiglich Pra-Evolutionstripel) Sei
(V,H, j) ein Pra-Evolutionstripel mit reflexivem V|, I := (0,T7), 0 < T < 00, 1 < p < g < o0,
Xy und W wie in Bemerkung 8.2 sowie X € {LP(I,V), LP(I,V) N; L(1, H)}. Dann besitzt
v € Xy eine verallgemeinerte Zeitableitung beziiglich e, falls ein © € X'* existiert, sodass

- [ G gouprs)ds = 5,002
fur alle v € V. Nj H und ¢ € C3°(I). Definiere dann

de ;v
dt

=0 in & und W, , := {UGXJ

de ,V
3=< X* .
i < }
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Bemerkung 8.4: (Eigenschaften von d:}%f)

(i) (Wohldefiniertheit): Hat v € X, eine verallgemeinerte Zeitableitung beziiglich e s geméas
Definition 8.3, dann ist v € Wz mit

dev  _,de,v
dt dt

. *
in X.

Aufgrund der Injektivitit von $* : X* — X7, ist d%v = (ﬂ*)_ldg—t” in X* wohldefiniert

und mithin der Raum W, ,. Weiter ergibt sich die alternative Charakterisierung

dev

o eﬂ*(x*)}.

Wey—{’UGWj

(i) (Linearitat): Da (#£*)~! und % linear sind, ist auch dfi—f linear.

(i) (Konsistenz): Ist (V, H,j) ein Evolutionstripel, dann ist gemafi Bemerkung 2.5 (i) V =
V' N; H, sodass Definition 8.3 der alternativen Charakterisierung von % in Lemma 5.4

. . de de
entspricht. Insgesamt gilt dann —% = %.

Definition 8.5: (Verallgemeinerte Pra-Evolutionsgleichung) Sei (V, H, j) ein Pri-Evolutionstripel
mit reflexivem V, I := (0,7),0< T < o0, 1 <p < g <o0, Y:=CYI,H), W, wie in De-

finition 8.3 und X € {LP(I,V),LP(I,V)N; L9(1,H)}. Des Weiteren sei y, € H, f € A* und
A:XN; Y — X* ein Operator. Dann heifit eine Anfangswertaufgabe der Form

d
el Ay = fin X,

(3y)(0) =yo in H

(11)

verallgemeinerte (nichtlineare) Pri-Evolutionsgleichung.

Bemerkung 8.6: (Aquivalente Charakterisierung) GemiB Definition 8.3 ist die Identitét
(11), dquivalent zu

- /1 (G(w(s)), o) me(s)ds + (Ay, vg) x = (frv0) 2

fir alle v € V.N; H und ¢ € Cg°(I). Dies entspricht der iiblichen schwachen Formulierung
instationdrer Probleme. Die Einschrankung, dass nun V' N; H statt der ganze Raum V' betrachtet
wird, ist vernachléssigbar, da in der Anwendung haufig nur wichtig ist, dass Cg°(Q2) CV N; H.

Satz 8.7: (Existenzsatz fiir Pra-Evolutionstripel) Sei (V, H, j) ein Pri-Evolutionstripel,
V reflexiv, I := (0,T),0< T < 00,1 <p<q<oo,Y:=C H), We , wie in Definition 8.3
und X € {LP(1,V),LP(I,V)N; LY(I, H)}. Des Weiteren gelte:

(1) Ap: X — X* ist monoton.
(2) B: Xn; Y — X ist beschrénkt.

B) A=Ay +B: XN; Y — X* geniigt Bedingung (K) beziiglich f € A* und der verallge-
meinerten Bedingung (M).

63



Kapitel 8. Verallg. Pra-Evolutionsgleichungen

Dann existiert zu beliebigen y, € H eine Losung y € W, , von (11).
Beweis: Es reicht wieder den Fall f = 0 in X* zu betrachten. Ziel ist es im Folgenden Satz
7.2 auf die verallgemeinerte Evolutionsgleichung

dey
dt

in X7,

(9Y)(0) = yo in H
anzuwenden, wobei Ay 1= A(gqy,) = IAI 1 Xy N; Y — X7 im Sinne von Lemma 2.17
zu verstehen ist. Aufgrund der InJekt1v1tat von #* : X* — X7, (cf. Bemerkung 8.2) und gemif

Bemerkung 8.4 (i) ist diese verallgemeinerte Evolutionsgleichung dquivalent zu (11). Genauer
gilt mit Lemma 2.17:

(1) (Ag).y = F Agf : Xy — X, ist monoton.
(2) By :=B(yqy) = I BI: Xy N; Y = X ist beschréiinkt.
3B) Ay :=(Ao) s +By: XyN; Y — X7, geniigt der verallgemeinerten Bedingung (M).

Nach Satz 7.2 bleibt also fiir A s : Xy N; Y — X7, noch die Bedingung (K) beziiglich 0 € X,
nachzuweisen. Seien also K > 0 beliebig und v € X 7 N; Y, sodass

1.
§||(JU)(t)||%1 +(Asv,vx09)x, <K

fiir alle t € I. Wegen (A yv, VX[0,)) X, = (AV,vX[o,)) x folgt mit der Bedingung (K) beziiglich
0cX*von A: XN; Y — X* die Existenz einer Konstanten M := M (K, A) > 0, sodass

[vllxn;y < M.

Da laut Bemerkung 3.18 (ii) oder 8.2 (iii) die Norméaquivalenz ||-[| xr,p ~ ||| 2,0, 8ilt, geniigt
Ay Xy0N; Y — X7, der Bedingung (K) beziiglich 0 € X7, Satz 7.2 liefert nun unmittelbar
die Behauptung. [ |

Folgerung 8.8: Sei (V, H,j) ein Pri-Evolutionstripel, V reflexiv, I := (0,T), 0 < T' < oo,
l<p<oo, X:=LP(I,V),Y:=C%, H) und W, , wie in Definition 8.3. Des Weiteren gelte:
(1) Ap: X — X* ist monoton.

(2) B: XN; L>®(I,H) — X* ist beschrinkt.

B) A=Ay +B:XN; Y CXnN; L*(I,H) - X* geniigt Bedingung (K) beziiglich f € X*
und der verallgemeinerten Bedingung (M).

Dann existiert zu beliebigem y, € H eine Losung y € W, , von (11).

Beweis: Nach Bemerkung 3.18 (ii) gilt XN; Y — X'N; L*>°(I, H). Damit ist B: XN; Y — X*
wieder beschridnkt und A := Ag +B: X N; Y — X geniigt der Bedingung (K) beziiglich f
und der verallgemeinerten Bedingung (M). Satz 8.7 liefert schlieflich die Behauptung. [ |

Bemerkung 8.9: (Eindeutigkeit) In Satz 8.7 und Folgerung 8.8 gilt Eindeutigkeit, falls der
betrachtete Operator A : X N Y C X — X* zusatzlich strikt monoton ist. Dies beweist man
im Wesentlichen wie in [Ruz04, Kapitel 3, Satz 3.66).
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Beispiel 8.10: (Instationidres p-Laplace-Problem) Sei QO C R? ein beschrinktes Gebiet,
d>2,1:=(0,T),0<T < oound 1 <p < oco. Dann existiert zu beliebigen y, € L?(2) und

£ e LV (I, WEP(Q)*) ein eindeutiges y € WEPP (I, WP (Q) N L2(Q), WP (Q)* + L2(Q)*) mit
y(0) =y, in L%(Q), sodass

- [ @ oeereds+ [ [ Va6 20ys)- Tudops)ds = [ (£(5),0hyao) 2(s)ds

1 1

fiir alle v € WyP(Q) N L2(Q) und ¢ € C§°(I).

. , 1 i
Beweis: Fiir (V.| - [[v) := (Wy (. IIV - [l piya) und (H, || - 1) = (L2(Q), ]| - | 2(0) ist
(V, H,id) offensichtlich ein Pri-Evolutionstripel und A : LP(I, V) — L¥' (I, V*) mit

(A, W) o1 1) = / / Vo (s)[P~2Vo(s) - Vao(s)dads fiir v, w € LP(I, V)
1JQ

strikt monoton und stetig, geniigt also der Bedingung (M). Dies ist beispielsweise in [Ruz04,
Kapitel 3, Lemmata 3.68 und 3.69] bewiesen. Gemifl Bemerkung 2.14 (i) geniigt A : LP(I,V) N
COT,H) — LP (I,V*) zusitzlich der verallgemeinerten Bedingung (M). Des Weiteren ist A :
LP(I,V) — ) (I, V*) beschrankt und koerziv geniigt also gemaf Folgerung 5.12 der Bedingung
(K). Alternativ sieht man dies auch leicht mit

<A'vaX[0,t]>LP(I,V) = ||’UX[0,t]||I£p([’V) >0

fiir alle t € T und v € LP(I,V) ein. Insgesamt erfiillt A : LP(I,V) — LP' (I,V*) die Vorausset-
zungen von Satz 8.7 und Bemerkung 8.9. ]

Bemerkung 8.11: (Spielraum aus Pra-Evolutionstripel) Um direkt Satz 6.2 oder Satz
7.2 anwenden zu konnen, miisste man im obigen Beispiel zusétzlich Evolutionstripel-Struktur
sicherstellen. Genauer miisste man fordern, dass p > ¢12+7d2' Dann existiert zu beliebigen y, € L?()
und f e L¥ (I,Wol’p(Q)*) ein eindeutiges y € Wel’p’pl(l,Wol’p(Q),WOl’p(Q)*) mit y(0) = y, in
L?(Q), sodass

- [ Wi+ [ [ Va6 2vys) - Tudep(s)ds = [ (£(6) 000y 201

1

fir alle v € Wol’p(Q) und ¢ € C§°(I). Da C§°(£2) dicht in Wol’p(Q) liegt, ergibt sich daraus die
distributionelle Identitét

Oy — div(|[Vy|P2Vy) = f in D'(I x Q).

Da aber C3°(£2) auch dicht in Wol’p(Q) N L?() liegt, und das fiir alle 1 < p < oo, folgt diese
distributionelle Identitdt auch aus der Gleichung in Beispiel 8.10 und damit fiir alle 1 < p < oco.
Dadurch verdeutlicht sich der Spielraum, den Pri-Evolutionstripel sichern.
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9 Existenzsatz fiir Operatorfamilien

Ziel dieses Kapitels ist, den Abstraktionsgrad der vorherigen Kapitel zu reduzieren, um einen
Existenzsatz zu erhalten, der leicht auf moglichst viele instationdre Probleme angewendet werden
kann. Dabei befasst sich dieser Abschnitt vor allem mit der Frage, welche Bedingungen an eine
Operatorfamilie { A(¢) };er hinreichend sind, sodass durch die Vorschrift (Aw)(t) := A(t)(v(t)) ein
Operator A : X N; Y — X* definiert ist, der die Voraussetzungen der bewiesenen Existenzsitze
erfiillt. Dabei soll nun stets X := LP(I,V) sein. Zunéchst befassen wir uns mit hinreichenden
Bedingungen fiir die Wohlgestelltheit eines solchen Operators.

Lemma 9.1: (Verallgemeinerter Nemyckii-Operator) Sei (V, H, j) ein Pri-Evolutionstripel
mit reflexivem V, I := (0,7), 0 < T < 00, 1 < p < oo und X := LP(I,V). Des Weiteren sei
{A(t) }+er eine Operatorfamilie, die den folgenden Bedingungen geniigt:

(i) A(t):V nj H— V* ist fiir fast alle t € I demistetig.
(ii) Fiir jedes v € V. N; H ist A(-)v : I — V* Bochner-messbar.

(i) Es existieren % : R>¢p — R>0 monoton wachsend und « € LP(I, R>¢), sodass

IA@ V]l < E (10l () + [0l
fiir fast alle ¢ € I und alle v € V N; H.

Dann ist der durch (Awv)(t) := A(t)(v(t)) definierte verallgemeinerte Nemyckii-Operator
A XN, L°(I, H) — X* wohldefiniert, beschrankt und demistetig.

Beweis:

(i) Wohldefiniertheit und Beschranktheit: Sei nun v € X N; L™, H) = LP(I,V N; H) N;
L°(I,H) (cf. Bemerkung 3.18 (ii)). Dann existiert eine Folge von einfachen Funktionen
(Sn)nen € S(I,V N; H), das heifit s,(t) = Efﬁl si'lgn(t), wobei s € V N; H und
E" € £Y(I) mit EP N E} = @ fiir i # j, die fast {iberall punktweise in V' N; H gegen v
konvergiert. Nach Voraussetzung ist As}" = A(-)s? : I — V* und damit auch

kn
As,, = ZXE?.A,S? + XI\UI;H En.AO Y I Ve
i=1 =1

Bochner-messbar und konvergiert aufgrund der Demistetigkeit von A(t) : V.N; H — V*
fast iiberall schwach gegen Aw in V*. Folgerung 3.7 liefert nun die Bochner-Messbarkeit
von Aw : I — V*. Schliefilich folgen Wohldefiniertheit und Beschrinktheit von A : X N;
L>(I, H) — X* mit der Ungleichung

1

( /1 A @) ds)”’ < ( /1 (# i@ ) (ats) + ol )) ds)

< € (|30l poqm) (ol oy + I01% )

e

fir alle v € X Ny L°°(I, H), wobei in der zweiten Ungleichung von der Minkowski-
Ungleichung Gebrauch gemacht wurde.
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(ii) Demistetigkeit: Sei (vy,),eny € X N Y und v € X N; Y, sodass
v, " win X N LI, H) « LP(I,V 0y H)Nj L°(1, H) « LP(I,V n; H)

Dann existiert eine Teilfolge (v )pen € X Nj L°°(I, H) mit A C N, sodass

n—oo

vu(t) = v(t)inVN;H(neA)
fir fast alle ¢ € 1. Mit der Demistetigkeit von A(t) : V.N; H — V* gilt nun
(Awvy)(t) = A(t) (v (1)) "= At (0(t)) = (A)(t) in V* (n € A)

fir fast alle ¢ € I. Folgerung 3.13 zusammen mit der Beschrdnktheit von A : X N;
L>(I,H) — X* liefert dann bereits, dass

Av, "= Av in X* (n € A).

Da diese Argumentation fiir alle Teilfolgen gilt, ist Av € X* schwacher Haufungspunkt
jeder Teilfolge von (Avy),en € X*. Das Teilfolgenargument (cf. Lemma A.1) liefert nun
die schwache Konvergenz der gesamten Folge. [ |

Lemma 9.2: (Induzierte Bedingung (K)) Sei (V, H, j) ein Pri-Evolutionstripel, V reflexiv,
I:=(0,T),0<T<o0,1<p<oo, X:=LP(I,V)und Y := CO(T, H). Sei {A(t)}es eine
Operatorfamilie, sodass zusétzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 9.1 ¢y > 0, ¢1 € v’ (I)
und ¢z, c3 € L1(I) existieren, sodass

(iv) (A, v)v = allvlly, — ea®)lvlly — c2(®)lljvll — es(t)

fiir fast alle ¢ € I und alle v € V' N; H. Dann geniigt A : X N; Y — X" der Bedingung (K).

Beweis: Die Wohldefiniertheit von A : X N; Y — X* folgt aus Lemma 9.1 zusammen mit
der Einbettung X N; Y — X N; L*>°(I, H) (cf. Bemerkung 3.18 (ii)). Es reicht zu zeigen, dass
A:XN; Y — X* der Bedingung (K) beziiglich 0 € X* geniigt. Fiir f € X* \ {0} betrachtet
man dann die Operatorfamilie A(t) : V N; H — V* mit Aty == A(t)v — f(t) in V* fiir alle
v € VN; H und fast alle ¢ € I, welche wieder den Voraussetzungen dieses Lemmas geniigt und
damit der induzierte Operator A : X N; Y — X* der Bedingung (K) beziiglich 0 € X*. Insge-
samt folgt dann die Bedingung (K) von A: X N; Y — &A™

Sei also K > 0 beliebig. Sei weiter v € X N; Y, sodass
1, . 9 t
10O+ [ (A ). o)y ds < K
fiir alle t € 1. Mit
t

t
/0 (A(s)(v(s)), v(s))y ds > /0 collo(s)II}; — er(s)llv(s)llv — e2(s)ll(Gv) (s)l7 — ea(s)ds

s [ P ey ()P’ j 2 d
7/0 5 1)y = Elew(s)I” — lea ()l (Gv) (s)ll7 — es(s)ds,
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wobei von der e-Young-Ungleichung mit k := k(e,p) := (pg)lfp/ (p)~! und € := 2 Gebrauch
gemacht wurde, folgt weiter, dass

1 . Co t / t .
S1G0O1 +F [ IoRds < K-+ llalln + kleally )+ [ lealollGo)s)ds
fiir alle t € I. Die Gronwall’sche Ungleichung (cf. Lemma A.20) liefert jetzt

1, . /
SIGOOIE < (K + lleslipiy + kel ) exp@lleallr) =: Ko

fiir alle t € I. Daraus folgt weiter

CQ t P p’

2/, [v(s)ly-ds < K + [lesll ) + kHClHLp/(I) + 2Kollea|[ 1) = K1
fiir alle ¢ € I, das heifit

1 1
[vllaen;y < (2K1/co)? + (2K0)2 =: M.

Damit geniigt A : X' N; Y — X* der Bedingung (K) beziiglich 0 € X'*. ]

Lemma 9.3: (Verallgemeinertes Hirano-Lemma) Sei (V, H, j) ein Pri-Evolutionstripel,
V reflexiv, I := (0,7), 0 < T < o0, 1 < p < oo und X := LP(I,V). Sei {A(t)}1er eine
Operatorfamilie, sodass die Voraussetzungen von Lemma 9.2 erfiillt sind und zusétzlich A(¢) :
V' nj H — V* fiir fast alle ¢ € I verallgemeinert pseudomonoton ist. Dann folgt fiir eine Folge
(Yn)nen € X N L®(I,H) und ein y € X Nj L>(I, H) aus

y, "y in X,
3Yn — Jy in L®(I, H) (n — o0),
n—oo

(Jy,) () = (Jy)(t) in H fir fast alle t € I,
und limsup (Ay,,,y, —¥)x <0,

n—oo

dass
<Ay, Y- U>X < lim inf <Ayna Yn — U>X
n—00

fiir alle v € X und Ay, "= Ay in X*.

Beweis: Der folgende Beweis ist eine Verallgemeinerung von [BR16, Lemma 4.2], folgt aber im
Wesentlichen der dortigen Argumentation. Man geht in vier Schritten vor:

1. Informationssammlung: Sei v € X beliebig, aber fest. Gemafl Lemma 9.1 ist A : & N;
L>°(I,H) — X* wohldefiniert und beschrénkt. Wegen der Reflexivitdt von X* existiert

n—oo

eine Teilfolge (y,,)nea € X N; L, H) mit A C N und ein § € X*, sodass Ay,, —
Ein X* (n € A) und limn—é?\o (AY,. Yy, — v)x = liminf, o (Ay,,y,, — v)x. Weiter
n
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existiert eine Menge E C I mit |E€| = 0, sodass

(Y.) () "= (Gy)(t) in H
fir alle t € E. Des Weiteren gilt fiir fast alle t € I, dass
(AW (Y (1), yn () = yO)v = collynOIF — c1@llynOllv — 2115 (01
—e3(t) — (A (yn (1)), y(0))v
> collynOIF — 1O llyn@®llv = 215 (ya(O) I H
—e3(t) = C(1li () ) (lt) + [y Oy [y

Mit || jypllpoo(r,iry < K fiir ein K > 0 und der e-Young-Ungleichung fiir geeignete Kon-
stanten k1, ko > 0 folgt daraus, dass

(AW 1): Y = yO)v = collyn @I — Frler@F = Dlyn O, — lea(t) K2
= ea(t) = G (K (a) + [y O HlIy@llv
> collyn ()1, = kaler ) = Llyn @I = lea(t)| K
— ea(t) = kally @), — Fllgn @I
—€(K)a®lly®lv

Mit o := —ki|er [P — |ea| K2 — |es| — kally ()|}, — € (K)ally(-)|v € LY(I) und (p—1)p’ =p
erhalt man dann

o
(A (Y (), yn () —y(®))v > - llyn O + p(t) ()n,t
2
fir fast alle t € I und alle n € A. Definiere nun

S:={te E|A(t): VN; H— V* ist verallgemeinert pseudomonoton,
|e(t)] < oo und es gilt (x)p ¢ fiir alle n € A}.

Offensichtlich ist |S¢| = 0.

2. Zwischenziel: Nichstes Ziel ist es zu zeigen, dass

lim inf (A(6) (¥, (1)), ¥ (1) — y(B)y = 0 (12)
neA

fiir alle t € S. Sei dazu t € S beliebig aber fixiert und definiere

Api={n e A (A1)(yn (1), yn(t) —y(t))v <O}

Man kann ohne Einschriankung annehmen, dass A; nicht endlich ist. Sonst wiirde (12) fur
dieses fixierte ¢t € S bereits gelten und man wére fiir dieses bereits fertig. Dann gilt aber

lim Sup <A(t)(yn(t))7 yn(t> - y(t)>V <0.

n—00
neAy
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Gleichzeitig gilt mit («)p ¢, dass

€0

5 [9n O < (A0 (¥ (D), ¥ (1) = y(O)v + ()] < [u(t)] < o0

n—oo

fir alle n € A4. Aus Lemma 2.10 folgt dann wegen (jy,,)(t) — (jy)(¢) in H weiter, dass

n—

Y, (1) "= y(t) in VN; H (n € Ay).
Die verallgemeinerte Pseudomonotonie von A(t) : V- N; H — V* liefert schliefllich, dass

lim inf (A() (Y (£)), ya (1) — y(D)v > 0.
neAy

Da nach Definition (A(t)(y,,(t)),y,(t) —y(t))y > 0 fir alle n € A\ Ay ist, gilt insgesamt

lim inf (A()(y (6)), (1) — 9O}y > 0
neA

fir alle t € S.

3. Wechsel auf Bildraumebene: Jetzt zeigt man wie in der Einleitung dieser Arbeit bereits
angedeutet, dass eine Teilfolge (y,,)ner, € X Nj L>(I, H) mit Ag C A existiert, sodass

"= y(t) in VN H (n € Ag) und lim sup (A(t)(yn (1)), yn(t) = y(t))v <0
nelAg

Yn(t)

fiir fast alle ¢t € I. Dadurch ist man in der Lage, sich an der verallgemeinerten Pseudomo-
notonie der Operatorfamilie zu bedienen.

Wegen (A(t)(y,, (1), y,(t) —y(t))v > p(t) fir alle t € S und n € A ist das verallgemeinerte
Lemma von Fatou (cf. Lemma A.16) anwendbar und es folgt weiter, dass

0< [ limint (A() (0 (5), 9 (5) ~ w(s)vds
I neA

< liminf <A(8)(yn(s))7 yn(s) - y(8)>vd8

n—oo
neA I
<limsup (Ay,,y, —y)x <0,
n—oo
nen

das heift hmnzxo (Ay,, Y, —y)x =0. Setze nun firn e Nund t € T
n

hn(t) = <A(t)<yn(t))’yn(t) - y<t)>V-

Dann gilt limn—oo [} hn(s)ds = 0 und lim infrn—co hy(t) > 0 fiir alle t € S. Da s — s~ :=
neA neA

min{0, s} stetig und monoton wachsend ist, folgt daraus

0> h,ﬂso%p hn(t)” = liminf hy (¢)” = min {O,l%rr_l}ioréf hn(t)} =0,
neA neA neA

das heifit limn—€>§>\o hn(t)” = 0 fir alle t € S. Mit 0 > hy,(¢)” > p(¢t) fir alle ¢ € S und
n
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n € A liefert der Satz von Vitali (cf. Lemma A.17), dass

|hn(s)"|ds = 0.
1

lim
n—oo

Mit limnzxo J; hn(s)ds = 0 und |hy| = hy, — 2h,; folgt daraus
n

Das liefert wiederum eine Teilfolge (y,,)ncr, € XN L>°(I, H) mit Ag C A und eine Menge
F C I mit |F¢| =0, sodass

lim (A(t) (Y, (1)), yn(t) — y(t))v =0

n—00
nelg

fiir alle t € F. Dann gilt erneut

timsup %y, ()18 < T (A1), 4, (6) — (O +[(0)] = u(2)] < o
nelg n€lo

fur alle t € SN F und wieder mit Lemma 2.10, dass

Yy, (%) iy y(t) in VN H (n € Ag)

fir allet e SN F.
4. Wechsel auf Bochner-Lebesgue-Ebene: Die verallgemeinerte Pseudomonotonie von A(t) :
VNn; H— V* fir alle t € SN F liefert nun, dass

(A)(y (1)), y(t) — v(t))v < liminf (A(t)(y, (1)), Y, (t) — v()v
nelg

fiir fast alle ¢ € I. Wie in Schritt 1 zeigt man, dass ein v, € L'(I) existiert, sodass

(A (Yn (1), yn(t) —v(t))v = %Ollyn(t)H?/ + vo(t)

fiir fast alle t € I und alle n € Ay, sodass erneut das verallgemeinerte Lemma von Fatou
(cf. Lemma A.16) angewendet werden kann und damit weiter folgt, dass

(Ay,y — )z = /I (A(s) (w()), 1(s) — v(s))vds

< [ imint (A0 (0 (9). 9 (5) ~ w(s)vds
I

<Timinf [ (A(s) (4 (5)), yn(s) — v(s))vds

= hnn_l)icgf <Ayn7 Yp — U>X
nelg

<Aynv Yn — U>X

= lim
n—oo
neA
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= liminf (Ay,,y, —v)x.
n—oo
Daraus ergibt sich weiter
(Ay,y —v)x <liminf (Ay,, y, —v)x
<limsup (Ay,,y, — y)x +liminf (Ay,,y —v)x
n—o00 n—00
< hnnilo%f <Ayn7 Y- U>X
fiir alle v € X. Mit v := 2y — w € X fiir beliebiges w € X erhéilt man zusétzlich

limsup (Ay,,y —w)x < (Ay,y —w)x

n—oo

fiir alle w € X. Insgesamt erhélt man also
(Ay,y —w)x = lim (Ay,,y —w)x
n—oo

fiir alle w € X, das heift Ay, "= Ay in X*. [ ]

Folgerung 9.4: (Induzierte verallgemeinerte Pseudomonotonie) Sei (V, H,j) ein Pri-
Evolutionstripel, V reflexiv, I := (0,7), 0 < T < o0, 1 < p < 00, X := LP(I,V) und Y :=
CO(I, H). Sei { A(t) }4¢s eine Operatorfamilie, welche die Voraussetzungen von Lemma 9.3 erfiillt.
Dann ist A: X N; Y — &A™ verallgemeinert pseudomonoton.

Beweis: Gemifl Lemma 9.1 und X N; ¥ — X N; L>(I, H) (cf. Bemerkung 3.18) ist A :
X N; Y — X* wohldefiniert und beschrénkt. Seien (y,,)pen € X N; Y und y € X N; Y, sodass

y, "=y in X N; Y und limsup (Ay,,,y, —y)x <0.
n—oo
Dann liefert die Charakterisierung schwacher Konvergenz in Schnitten geméfl Folgerung 2.9 und
in &N; Y gemif Folgerung 3.21 zusammen mit der Einbettung Y < L*°(I, H) (cf. Lemma 3.10
(ii)), dass

Y, Ty in X,
3Yn — jy in LI, H) (n — o0)

n—oo

und (jy,)(t) " — (Jy)(t) in H

fiir alle t € I. Aus Lemma 9.3 folgt nun unmittelbar die Behauptung. [ |

Satz 9.5: (Existenzsatz fiir verallgemeinert pseudomonotone Operatorfamilien) Sei
(V, H, j) ein Pra-Evolutionstripel, V reflexiv, I := (0,7),0 < T < 00,1 <p < o0, X := LP(I, V),
Y = C%I,H) und W, , wie in Definition 8.3. Des Weiteren geniige die Operatorfamilie
{A(t) }ter den Voraussetzungen von Lemma 9.3. Dann existiert zu beliebigen y, € H und f € X*
eine Losung y € W, , von (11).

Beweis: An dieser Stelle sollen zwei Beweismoglichkeiten vorgestellt werden.
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1. Moglichkeit: Geméafl der Lemmata 9.1 und 9.2 sowie Folgerung 9.4 ist der induzierte Ope-

rator A : X N; Y — X* wohldefiniert, beschrénkt, verallgemeinert pseudomonoton und
geniigt der Bedingung (K). Laut Lemma 2.16 geniigt \A : X N; Y — X insbesondere der
verallgemeinerten Bedingung (M). Satz 8.7 liefert dann unmittelbar die Behauptung.

2. Moglichkeit: Die Existenz der Galerkin-Losungen kann, wie in der Einleitung bereits ange-

deutet, im Fall durch Operatorfamilien induzierter Operatoren deutlich leichter als in Satz
6.2 gezeigt werden, was in diesem Fall ausgenutzt werden soll. Dies soll zeigen, dass der
technische Aufwand in Satz 6.2 auf die Existenz der Galerkin-Losungen zurtickzufithren ist
und sich die restlichen Techniken der Satze S 6.2, 7.2 und 8.7 auch auf die herkbmmliche
Beweisfiihrung adaptieren lassen, wie sie in der Literatur am héufigsten zu sehen ist. Es sei
dazu ohne Einschriankung (V, H, j) ein Evolutions-Tripel mit separablem und reflexivem
V. Fiir den allgemeinen Fall, in dem (V| H, j) ein Pra-Evolutionstripel mit nur reflexivem
V ist, wiirde man dann anschliefend der Argumentation in den Satzen 7.2 und 8.7 folgen,
wobei dann Satz 9.5 die Rolle von Satz 6.2 einnehmen wiirde. Da dies bereits ausgefiihrt
wurde, sei darauf an dieser Stelle verzichtet und man betrachtet nur den Spezialfall mit
einem Evolutionstripel (V, H,j), wobei V separabel und reflexiv ist. Des Weiteren reicht
es erneut den Fall f = 0 in X" zu betrachten, denn sonst geht man zur Operatorfamilie
{A(t) }rer, wobeil A(t) : V. — V* durch A(t)v := A(t)v — f(¢) definiert ist, tiber, welche
wie man leicht einsieht wieder den Voraussetzungen dieses Satzes geniigt.

1. Galerkin-Approximation: Als Galerkin-Basis soll die Folge (Vj,an)nen aus Satz 6.2
dienen. Zu n € N ist nun ein y,, € Wy, gesucht, sodass

dEVn Yn

gt + Ay, y, =0in X{;n,

(9v,,¥)(0) = ja, in Hy,,.

Dabei ist HVn = j(Vn), XVn = LP(I, Vn), yVn = CO(T7 H\/n) und Avn = (idxvn )*.A
Xy, Mgy, Vv, — Ay, wie in Bemerkung 6.1. Genauer ist (A, v)(t) = A(t)y, (v(1)),
wobei A(t)y,, := (idy; )*A(t) : Vi, — V,F im Sinne von Lemma 2.17 zu verstehen ist.

2. Existenz der Galerkin-Losungen: Wie in Satz 6.2 (2.1) zeigt man, dass die Existenz
der Galerkin-Losungen dquivalent zur Existenz eines y,, € Wl’p/(I , Vi) mit

d
Vdnit%(t) = —e‘_/iA(t)Vn (y,, () in V;, fiir fast alle ¢ € T,

{yn}Vn (0) =ap in Vy
ist. Definiere nun
Fo I Vi — Vi mit f,(t,0) := —ey; ' A(t)y, v fiir fast alle ¢ € I und alle v € V,.

Da A(t) : V — V* fiir fast alle t € T pseudomonoton und beschrénkt, also demistetig,
ist und V,, = Vq, ist A(t)y;, : Vi, — V,7 fir fast alle ¢ € I stetig. Insbesondere ist
A( )y, v I — V7 fur alle v € V;, Bochner-messbar, sodass schliefllich f,, : I x V,, —
Vi eine Caratheodory-Funktion im Sinne von Satz A.18 (i) ist. Da f,, : I x V;, = V,
aufgrund der Wachstumsbedingung an A(¢) : V. — V* (cf. Lemma 9.1 (iii)) zusétzlich
die gewiinschte lokale Majorantenbedingung in Satz A.18 (ii) erfiillt, liefert dieser ein
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maximales 0 < T, < T und ein absolutstetiges y,, : [0, 1) — V, mit

dv&#(” = Fult:yn() = =y AV, (Ya (1)) i Vi,

{y,,}v, (0) = ay, in V,.
fiir fast alle t € (0,7,). Angenommen es sei T,, < T. Dann gilt auch

dy
Vagp

(s) + A(s)v, (y,,(s)) = 0 in V' fiir fast alle s € (0,77,) .

Testen mit y,,(s) € V,, fiir s € (0,T),) liefert nach Integration beziiglich s € (0,t) mit
t < T, unter Verwendung der Identitaten (ey, v, 0)y, = (ev, )y und (A(t)y, v, )y, =
(A(t)v,v)y fir alle v, € V,, sowie der verallgemeinerten partiellen Integrationsfor-
mel (cf. Satz 5.5 (iv)), dass

ol

DN |

t
1B+ [ (A6 @) v (e)vds < Glianllh <

Wie in Lemma 9.2 folgt die Existenz eines von 7}, > 0 unabhéngigen K > 0, sodass

YnllLr(0.70).v)0 L ((0,70). 1) < K-

Jetzt kann man Satz A.18 erneut anwenden und erhilt eine Fortsetzung von y,, :
[0,T},) = Vy auf [0,T}, + &) mit € > 0, im Widerspruch zur Maximalitdt von T,, > 0.
Das heif3t es muss T,, = T gelten und man erhélt schliellich die globale Existenz der
Galerkin-Losungen.

3. Grenziibergang: Testen mit YnX[o,4) € Xv;,, wobei ¢ € I beliebig ist, zusammen mit der
Bedingung (K), die auch von A : X N; ¥ — X erfiillt ist (cf. Lemma 9.2), liefert
nun wieder von n € N unabhéngige Konstanten M, M’ > 0, sodass

[ynllxn,y < M und || Ay,||x- < M’

fiir alle n € N. Dann existieren nach Ubergang zu einer Teilfolge wieder y € X ¥
L (I,H) und & € X*, sodass
Yy, Ty in X,
3Yn — Gy in L®(1, H)
und Ay,, "= in X*.
Daraus folgert man analog zu Satz 6.2 (3.2), dass y € W mit

dey
dt

(39)(0) =y, in H.

+£&€=01in X",

und wie in Satz 6.2 (3.3), dass y,, "2y in X N;j Y. Analog zu Satz 6.2 (3.4) sieht
man auch ein, dass

limsup (Ay,,, ¥ x < (£, y)x-

n—oo

(0]
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Wegen Ay, "= ¢ in X* folgt daraus

lim sup <Ayn7 Ypn — y>X < lim sup Aynv Yn)x + lim Sup[ <Ayn7 y>X}

n—oo n—oo n—oo

n—oo

= limsup (Ay,,, Y,) x — hm (Ay,, ¥)x

n—oo

( )

= lim sup <Ayn7 yn>X — llm 1nf (Aym >
( )
( )x

= limsup (AY,, Y,)x — (§; ¥)x < 0.

n—oo

Das verallgemeinerte Hirano-Lemma (cf. Lemma 9.3) oder die verallgemeinerte Pseu-
domonotonie von A : X N; Y — X* geméiB Folgerung 9.4 liefert nun direkt, dass

Ay, "= Ay in X* und damit

dey
dt
(3y)(0) = yo in H.

Damit ist der Beweis von Satz 9.5 vollstandig. [ |

Lemma 9.6: (Eindeutigkeit) Unter den Voraussetzungen von Satz 9.5 mit der zusitzlichen
Eigenschaft, dass ein u € L(I) existiert, sodass

(At)o — A(tyw, v —w)y > —p(t)[ljv — julF

fir alle v,w € V N; H und fast alle ¢ € I, ist die existierende Losung eindeutig.

Beweis: Seien y;,y; € W, , Losungen von

de Y

o +Ay; = f in X" und (jy;)(0) =yy in H

fiir ¢ = 1,2. Durch Testen der Differenz der Operatorgleichungen mit (y; — yg)X[W] € X fur
beliebiges t € T folgt mit der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Satz 5.5 (iv))

und (3y1)(0) = (3y2)(0) in H, dass

t
[ (e 006 - 129) A1) — A (). 1(5) — (o)
0 VN H

2 51y @) — (Gy2)(t )i — /Iu MI(Gy1)(s) — (Gya) ()| Fds

fiir alle ¢ € I. Die Gronwall’sche Ungleichung (cf. Lemma A.20) liefert nun, dass

1Gy1)(t) = (Gy2)O]F <0

fiir alle t € I. Das heifit jy; = jy, in Y und mit der Injektivitéit von j : We, CXN; Y=Y,
dass y1 = yo in We . |
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Dieser Abschnitt widmet sich der Frage, welche Existenzaussagen noch mdoglich sind, wenn die
Zeitableitung der Losung in einem so groflen Raum liegt, dass sie die verallgemeinerte parti-
elle Integrationsformel nicht mehr erfiillt. In diesem Fall verliert sich der Zusammenhang zur
verallgemeinerten Bedingung (M) und man muss auf alternative weniger allgemeine Stetigkeits-
eigenschaften zuriickgreifen. AuBerdem muss eine Losung nicht mehr in CO(7, H) liegen, weshalb
sich die Frage der Wohldefiniertheit der Anfangswertbedingung stellt. Diese ist gesichert, da wie
sich herausstellt eine L°°(I, H)-Lésung mit schlechter Ableitung zumindest in C9 (T, H) liegt.

Satz 10.1: (Schwache Auswahlfunktion und verallgemeinerte partielle Integrations-
formel) Sei (V,H,j) ein Evolutionstripel, I := (0,7), 0 < T < o0, 1 < p < ¢ < o0,
V., = CYT, H), W :=WrP? (I, V,V*) und W' := WP (I,V,V*). Dann gilt:

(i) Der Operator j : WN; L*°(I, H) — ), ist wohldefiniert und injektiv.

(i) Es gilt die schwache verallgemeinerte partielle Integrationsformel

dew

dev . . =
(e wng) =G0 Go)EDalZh - (o)
La(L,V) LP(IV)

fir alle ¢,¢ € T mit ¢/ < ¢, v € Wn; L®(I,H) und w € W'. Dabei ist wieder die
Punktauswertung im Sinne des stetigen Repriisentanten jw € CO(T, H) (cf. Satz 5.5 (iii))
beziehungsweise des demistetigen Représentanten jv € Y, zu verstehen.

Beweis:
ad (i) Der Operator e : W — CO(I,V*) ist gemaB der Sitze 4.8 und 3.14 eine Einbettung und
nach Lemma 3.19 und Bemerkung 2.5 (ii) gilt die Mengengleichheit
Vo = L®(I,H) Nj=g CO(I,V*) = (3*R) " (CIT,V*) Nje gy-1 L=(1, H)),
wobei R der durch den Riesz-Isomorphismus R : H — H™ linear-induzierte Operator ist.
Damit ist der Operator j = (j*R)"'e : WN; L(I, H) — Y., wohldefiniert und injektiv.

ad (ii) Zuv e WN; LI, H) und w € W' existieren gemif [GGZ74, Kapitel IV, Lemma 1.12]
oder [BF13, Remark IL.5.3.] beziehungsweise Satz 5.5 (ii) Folgen (vn)nen, (Wn)nen C
C>(1,V), sodass

n—oo .
w, — win W,

vy v in W o1, v,
jw, "Zjw in c(1,H),
l3vnllpoo 1,y SNdvll oo (r,m)

fir alle n € N. Lemma 3.20 (mit X = H und Y = V*) liefert weiter, dass
(Goa) () "= (Go)(t) in H

fiir alle ¢ € I. Alle Folgeglieder erfiillen die gewiinschte partielle Integrationsformel, sodass
im Grenziibergang (n — oo) mit den angegebenen Konvergenzen die schwache verallge-
meinerte partielle Integrationsformel und damit Punkt (ii) folgt. [ ]
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Definition 10.2: (Schwache Bedingung (K)) Sei (V, H, j) ein Evolutionstripel, I := (0,7,

0<T<o0,1<p<g<oo, X:=LP(I,V)und Y, := CY(I,H). Der Operator A: X N; Y, —

LY (I,V*) geniigt der

(i) schwachen Bedingung (K) beziiglich f € LY (I,V*), falls fiir alle K > 0 eine Konstante
M := M(K, f,A) > 0 existiert, sodass fiir v € LI(I,V) N; Y, aus

1.
QH(JU)(??)H%J + (Av = fLoxpg) Laav) < K
fiir alle t € I folgt, dass [|v||xn, oo (7,m) < M.

(i) schwachen Bedingung (K), falls er fiir alle f € L (I,V*) der Bedingung (K) beziiglich
f gentgt.

Satz 10.3: (Existenzsatz bei schwacher Anfangswertbedingung) Sei (V, H, j) ein Evo-
lutionstripel, V' separabel und reflexiv, I := (0,7), 0 < T < 00,1 <p < g < o0, X := LP(I,V),
V., :=Co%I,H)und W := Wel’p’q,(l, V,V*). Des Weiteren sei A : XN; Y, € XN; L, H) —
LY (I,V*) beschrinkt, geniige der schwachen Bedingung (K) beziiglich f € LY (I, V*) und fiir
eine Folge (vp)nen © X Ny Y und ein v € X N; Y, folge aus

n—oo .
v, — vin A,

JUn = jv in L®(I,H) (n — o)

n—oo

und (jop)(t) = (Jv)(t) in H

fiir alle ¢t € I, dass Av, "= Aw in LY (I,V*). Dann existiert zu beliebigen y, € H ein
y e Wn; L>=(I, H), sodass

Y | Ay — Fin L7(1, V),

dt
(Jy)(0) =y, in H.

Beweis: Es reicht wieder den Fall f = 0 in LY (I, V*) zu betrachten.

1. Galerkin-Ansatz: Als Galerkin-Basis soll die Folge (Vy,, jan)nen aus Satz 6.2 dienen. Es seien
Hy, :=j(Vn), &y, = LP(I,Vp)Ny, LI(I, Hy,) und Yy, = C%(I, Hy,)) wie in Bemerkung
6.1. Wegen dimV;, < oo gilt Xy, — LI(I,V,) — LI, V). Mit ¢y, : Xy, — LI(I,V) ist
dann

AVn = L;AZ Xvn ﬂjvn yvn — X‘Z

wohldefiniert und wieder beschrankt. Zu n € N ist nun ein y,, € Wy;, := Wel",i’ql(l Vi, V)
gesucht, sodass

dEVn Yn

p7 + Ay, y, =0in X{;n,

(Jv, ¥n)(0) = jan in Hy,.
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2. Existenz der Galerkin-Losungen: Aus der angegebenen Stetigkeitseigenschaft folgt unmittel-
bar, dass Ay, : Xy, Ojv.. Yv,, — Xy, der verallgemeinerten Bedingung (M) geniigt. Es
bleibt also die schwache Bedingung (K) beziiglich 0 € Xy, zu priifen. Seien also K > 0.
Weiter sei v € Xy, Njy., Yy, C LYI,V)Nj Y., sodass

1.
NGO + (Av, v vx00) 2, < K

fiir alle t € 1. Wegen <AVn”7'UX[07t]>XVn = (Av,vX[0,4)) La(1,v) und der schwachen Be-
dingung (K) von A : X N; Y, € X N; L, H) — LY (I,V*) folgt die Bedingung
(K) von Ay, : Xy, N, Yy, — Xy, . Satz 6.2 liefert sofort die Existenz von Galerkin-
Losungen und zusammen mit der schwachen Bedingung (K) sowie der Beschranktheit
von A: XN; Y, CXN; L, H) — L9 (I,V*) von n € N unabhiingige Konstanten
M, M' > 0, sodass

1yl ooy < M ound Ay, g g yey < M

fur alle n € N.

3. Grenziibergang: Nach Ubergang zu einer Teilfolge folgt nun die Existenz von Elementen
ye€XN; L, H)und § € L9 (I,V*), sodass
y, "~y in X,
3Yn — Gy in L=(1,H) (n — o)
und Ay, "=¢ in LY (I, V).
Sei v € J,en Vn beliebig. Dann existiert ein ng € N, sodass v € V,, fiir alle n € N mit
n > ng. Testen mit vy € LI(I,V,) fir alle n € N mit n > ng, wobei ¢ € C§°(I) beliebig
ist, liefert nach Anwendung der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Satz
5.5 (iv)), dass
<€(1})(p/, yn>X = <Ayna rU(P)Lq(I,V)'
fir alle n € N mit n > ng. Im Grenziibergang (n — oo) erhélt man wieder, dass y € W
mit

d;;” = —¢in LY(I,V*).

Genauer ist y € WN; L°°(I, H) und damit jy € ), geméf Satz 10.1 (i) wohldefiniert.

n—oo

Es bleibt zu zeigen, dass (jy,,)(t) — (jy)(t) in H fiir alle t € I. Sei dazu t € I beliebig
aber fixiert. Dann existiert eine Teilfolge (y,,(t))nea, mit Ay € N und ein y,, € H, sodass

(Gyn)(t) "= yu, in H (n € Ay).

Sei v € UneAt Vi beliebig und nos € Ay, sodass v € V,, fiir alle n € Ay mit n > ngy.

Testen mit vpx|o, € LU(I, Vy) fiir alle n € Ay mit n > ng, wobei p € C°°(I) beliebig ist,
liefert

(e()erX(0,0> Yn) e — ((GYn) (), J0)HP(t) + (Jan, j0) HP(0) = (Ay,, voX[0,q) La(1,V)-
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fir alle n € Ay mit n > ng ;. Dann erhdlt man im Grenziibergang (n — oo,n € Ay), dass

(e()erxo Y & — (Ya,» J0)ae(t) + (Yo, J0) mp(0) = (€, vX[0,q) La(1,V)-

Mit der schwachen verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Satz 10.1 (ii)) folgt
(GY) (@) = ya,.70)aP) = (GY)(0) = ¥, 70) 5 $(0)

fiir alle v € U, cp, Vo und ¢ € C°°(I), also wieder (jy)(t) = ya, und (§y)(0) = yg in
H. Mit dem Teilfolgenargument (cf. Lemma A.1) folgert man erneut, dass (jy,,)() nzoe
(Jy)(t) in H fir alle t € I. Die angegebene Stetigkeitseigenschaft liefert schliefilich Ay = &

in LY (I,V*), das heiBt

dey

o tAy=0in LY (I,V*) und (jy)(0) = y, in H. m

Folgerung 10.4: (Existenzsatz fiir Operatorfamilien mit schwacher Anfangswertbe-

dingung) Sei (V, H, j) ein Evolutionstripel, V separabel und reflexiv, I := (0,7), 0 < T < oo,

l<p<qg<oo, X:=LP(,V),Y,:=C%IH) und W := Wel’p’q,(I,V,V*). Des Weiteren sei

{A(t)}+er eine Operatorfamilie, die den folgenden Bedingungen geniigt:

(i) A()v: I — V*ist fur alle v € V Bochner-messbar und A(t) : V. — V* erfillt fiir fast alle
t € I, dass fiir eine Folge (vn)neny € V aus ju, "= juv in H folgt, dass A(t)v, "= A(t)v
in V*.

(ii) Es existieren ¢ : R>9 — R>¢ monoton wachsend, a € Lq/(I, R>0), sodass

]

[A@®)vllv= < E([l70]1m)((t) + [vlly)

fir fast allet € I und alle v € V.

(iii) Es existieren co > 0, ¢; € L' (I) und ¢o, ¢3 € L'(I), sodass
(A()v,v)v = collvllf, — er(®)lvllv — ea(®)ljollF; — es(t)

fur fast allet € I und alle v € V.

Dann ist der durch (Aw)(t) := A(t)(v(t)) induzierte Operator A : X N; Y, — LY (I,V*)
wohldefiniert und gentigt den Voraussetzungen von Satz 10.3.

Beweis: Wohldefiniertheit und Beschrianktheit von A folgen wie in Lemma 9.1 aus (i) und (ii).
Die Punkte (i) und (iii) implizieren ||v||y < C||jv||g: Andernfalls existieren vy, € V mit |jv, ||y =
n und ||jon || g < n~t. Fiir ein festes ¢, an dem (i), (iii) gelten und die Koeffizienten endlich sind,
wére (A(t)vn)n nach (i) schwach konvergent, also beschréankt, im Widerspruch zu (iii) und p > 1.
i f € L9 (I, V*) ist g := | £() v+ € LY(T) und es gilt |(£(2), v)y| < Sg(t)(1+ [ jo]). Damit
ergibt sich die schwache Bedingung (K) wie in Lemma 9.2 aus (iii), der Young-Ungleichung und
Gronwall.

Fiir eine Folge (vy,),en mit den Konvergenzen aus Satz 10.3 liefert (i) A(t)(vn(t)) — A(t)(v(¢))
in V* fir fast alle t € I. Die Beschranktheit von A und Folgerung 3.13 sichern schlieflich
Av,, — Av in LI (I,V*). n
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11 Appendix

Allgemeine Topologie:

Lemma A.1: (Teilfolgenargument) Sei (X, 7) ein hausdorffscher, topologischer Raum und
fiir die Folge (zn)neny € X existiere ein x € X, welches Haufungspunkt jeder Teilfolge von
(Zn)nen C X ist. Dann gilt

Tn =7z beziiglich 7.

Beweis: Angenommen (2,),cny € X konvergiere nicht gegen @ € X beziiglich 7. Dann exis-
tiert eine Teilfolge (zn)nepa € X mit A C N und eine offene Umgebung A € 7 von z, sodass
xn ¢ A fiir alle n € A. Dies ist ein Widerspruch, da « Haufungspunkt von (zy,),cpa C X ist, also
T, € A fiur unendlich viele n € A. [ ]

Satz A.2: (Tychonoff) Ist ((X;,7i))ics eine Familie kompakter, topologischer Rdume, dann
ist der Produktraum (] ];c; X;,7) mit der kanonischen Produkttopologie 7 kompakt.

Beweis: Siehe [Yos80, 0. Preliminaries, 2., Tychonoff’s Theorem). [ ]

Lemma A.3: (Endliches Durchschnittsprinzip) Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann
ist X genau dann kompakt beziiglich 7, wenn jedes zentrierte System von in X beziiglich 7 abge-
schlossenen Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. Dabei heifit ein System KC zentriert,
falls fiir beliebige M; € K, wobei i = 1,...,n, n € N gilt, dass

A vo

i=1
Beweis:  Siehe [Ruz04, Anhang: Lemma 1.3]. [ |
Satz A.4: (Hahn-Banach) Sei (X, || - ||x) ein normierter Vektorraum, M C X ein linearer
Teilraum und f € M* linear und stetig. Dann existiert ein f € X*, sodass f = f auf M und

I Fllxs < I £Ilaze-

Beweis:  Siehe [Yos80, Chapter IV, 6., Theorem 2]. [ ]

Schwache und *-schwache Topologie:

Satz A.5: (Kakutani) Sei (X, | -||x) ein Banachraum. Dann ist B;% (0) genau dann kompakt
beziiglich 7(X, X*), wenn X reflexiv ist.

Beweis: Siehe [Yos80, Chapter V, 3., Theorem 2]. ]

Satz A.6: Sei (X,| - |lx) ein separabler Banachraum und (z),en € X* eine beschrinkte
Folge. Dann existiert eine *-schwach konvergente Teilfolge.

Beweis:  Siehe [Yos80, Chapter V, 1., Theorem 10]. [ ]
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Satz A.7: (Eberlein-Smuljan, 1940) Sei (X, ||| x) ein reflexiver Banachraum und (2, ),en ©
X eine beschrénkte Folge. Dann existiert eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis:  Siehe [Yos80, Chapter V, 2., Theorem 1]. [ ]

Orthogonalitat in Banachraumen und adjungierte Operatoren:

Definition A.8: ((Pra-)Orthogonalkomplement) Sei (X, ||/ x) ein Banachraum. Das Or-
thogonalkomplement einer Menge M C X ist die Menge

ML= {z* e X* | (z*,x)x =0 fir alle z € M} C X*.
Das Praorthogonalkomplement einer Menge N C X* ist die Menge

Nt :={ze X |(z* z)x =0 fir alle 2* € N} C X.

Satz A.9: (vom abgeschlossenen Graphen) Secien (X, |- ||x) und (Y, | -||y) Banachriume,
A€ L(X,Y). Dann ist der Graph von A, definiert durch

G(A) := {(z,Azx)T |z € X}
abgeschlossen im Banachraum (X x Y, || - |[xxy), wobei ||(z, )T | xxy = ||lzllx + |lvlly-

Beweis: Siehe [Yos80, Chapter II, 6., Proposition 2]. [ |

Definition A.10: (Adjungierter Operator) Seien (X, | - |/x) und (Y, | - |y) Banachriume,
A€ L(X,Y). Dann ist der zu A adjungierte Operator A* : Y* — X* definiert durch

<A*y*a ‘T>X = <y*7 AI>Y

fiir alle z € X und y* € Y*. Man sieht unmittelbar, dass A* € L(Y™*, X*).

Satz A.11: (Eigenschaften adjungierter Operatoren) Seien (X, |- |x) und (Y,| - |lv)
Banachrdume. Dann gilt:

(i) Der Operator (A — A*): L(X,Y) — L(Y™*, X™*) ist eine Isometrie.
(i) (BA)* = A*B* furalle Ae L(X,Y) und B € L(Y, Z).

Beweis: Siehe [Yos80, Chapter VII, 2., Theorem 2’ und 3]. [

Satz A.12: Seien (X, | -|x) und (Y, || - |ly) Banachrdaume, A € £(X,Y’). Dann gilt:
(i) R(A)*" = N(A%)

(i) R(A")*: = N(4)

(iii) wl\-l\y — N (A%

(X*.X)

(iv) R(AY) N(4)*

Beweis: Siehe [Kal4, Theorem 9.3]. [

82



Kapitel 11. Appendix

Satz A.13: (vom abgeschlossenen Bild) Seien (X, |- ||x) und (Y, |- ||y) Banachriume und
A € L(X,Y). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) R(A) ist abgeschlossen in Y.
(ii) R(A*) ist abgeschlossen in X*.
(i) R(A) = N(A*)*.

(iv) R(A*) = N(A)*L.

Beweis: Siehe [Yos80, Chapter VII. Dual Operators, 5. The Closed Range Theorem). [ ]

Hilbertraume:

Lemma A.14: (Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren) Sei (H,(-,-)y) ein Hil-
bertraum und M C H abzéihlbar. Dann existiert ein Orthonormalsystem (y;)je; € H mit
endlichem oder abzdhlbarem J, sodass ({y; | j € J}) = (M).

Beweis: Siehe [Yos80, Chapter III, 5. E. Schmidt’s Orthogonalization)]. [ ]

Lemma A.15: (Verallgemeinerte Fourierreihe) Sei (H, (-, -)x) ein Hilbertraum, (¢;)jen C
H ein vollstandiges Orthonormalsystem in H und H,, := ({g; | j = 1,...,n}). Dann gilt fir die
Projektionsoperatoren P, : H — H, mit

n

Z ‘P] H®js

j=1
dass P, (h) "= hin H und | Py(h)|| g < ||hl|la

Beweis: Siehe [Yos80, Chapter III, 4., Theorem 2 und Corollary 1]. [ ]

Lebesgue’sche Integrationstheorie:

Lemma A.16: (Verallgemeinertes Lemma von Fatou) Sei (fn),en € L'(I), sodass
liminf, o0 [7 fn(s)ds < oo und f, > gy fast tiberall fiir (gn)nen C LY(I) gleichgradig-integrierbar.
Dann ist liminf, o fn, € L'(1) und es gilt

/lim inf f,(s)ds < hmlnf/fn
1

n—oo

Beweis: Siehe [Ro05, Chapter 1, Theorem 1.18]. [ ]

Lemma A.17: (Konvergenzsatz von Vitali) Sei 1 < p < co. Die Folge (fn)nen € LP(1)
konvergiere punktweise fast iiberall gegen f : I — R. Dann gilt f, "=° f in LP(I) genau dann,

wenn (fn)nen C© LP(I) p-gleichgradig integrierbar ist, das heifit zu beliebigem e > 0 existiert ein
§ > 0, sodass fiir alle A € £1(I) mit |A] < §

sup/ |frn(s)|Pds < e.
neNJA

83



Kapitel 11. Appendix

Beweis: Siehe [DS58]. [

Sonstiges:

Satz A.18: (Existenzsatz von Caratheodory) Sei (X, | -|/x) ein endlichdimensionaler Ba-
nachraum, I := (0,7),0 < T < oo und f: I x X — X geniige den folgenden Bedingungen:

(i) f(-,z): I — X ist fiir alle x € X Bochner-messbar und f(¢,-) : X — X ist fir fast allet € I
stetig.

(i) Zu jedem kompakten K C X existiert ein my € L*(I,Rxq), sodass || f(t, )| x < mx(t) fiir
alle z € K und fast alle t € I.

Dann existiert zu beliebigem g € X ein 0 < 7 < T und ein absolutstetiges  : [0,7) — X,
sodass

z/(t) = f(t,xz(t)) in X fur fast alle t € [0,7) und x(0) = xp in X.

Beweis: In [Ha80, Theorem 5.1] ist ein Beweis fiir X = R? zu finden. Da der Raum X end-
lichdimensional ist, ist er isomorph zu R¥™X  sodass sich das Ergebnis iibertragt. [ ]

Lemma A.19: (Stauchungsoperator) Sei (X, || x) ein Banachraum und f: X — R stetig.
Dann ist fiir beliebiges r > 0 der Operator f,. : X — R mit

£ 1 , falls f(v) <r
r(v) = & o falls £(v) > 7

wieder stetig.

Beweis: Zunichst ist f, wohldefiniert, da f.(z) = 1 fiir f(z) < r. Es reicht Folgenstetigkeit zu

priifen: Es gelte x), "ZP° 2 in X. Man unterscheide die folgenden Félle:

Fall 1: z € {f > r} U{f < r}: Fiir x € {f > r} existiert ein ng € N, sodass z,, € {f > r} fur
alle n > ng, da {f > r} offen ist. Da f, auf {f > r} stetig ist, folgt f.(z,) "= f,(x). Fiir
x € {f < r} argumentiert man analog.

Fall 2: 2 € {f = r}: Ohne Einschrankung sei (zy),en C {f > r}, denn fiir (x,)pen C {f < 7}
gilt bereits f.(2,) = 1 = f,(z) fiir alle n € N. Da § auf {f > r} stetig ist, gilt schlieflich

£ (2n) — £o(z)| =7 200, m

f(zn)  f(x)

Lemma A.20: (Gronwall’sche Ungleichung) Sei 0 < T < oo, I := (0,T), y € L>®(I),
g€ L\(I, R>0) und yo € R, sodass

t
v <+ [ als)u(s)as
fiir fast alle ¢t € I. Dann gilt y(t) < yo exp (fg g(s)ds) fiir fast alle t € I.

Beweis:  Siehe [BF13, Chapter II, Theorem 11.4.10]. [
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