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Notation

Diese Arbeit orientiert sich wesentlich an folgender Notation:

VU Ty Y, 2y enn
x5y 2,
v, U, T, Y, 2, ..
14

A, B,C,...
A.B,C, ...
XY, Z,...

J: X =Y

LP(I, X)
WP, X, Y)
X

Xu

w

Wy

Elemente aus Banachrdumen,

lineare Funktionale,

Banachraumwertige Funktionen,

Funktion aus C§°(I) oder C*°(I),

Operatoren zwischen allgemeinen Banachriaumen,

Operatoren zwischen Bochner-Lebesgue-Réumen,

allgemeine Banachrdume,

allgemeine Einbettung, das heifit linear, stetig und injektiv,
Einschrankung von A : X — X™ beziiglich Einbettung J : Y — X,
auch Ay, falls U C X beziiglich Idy in X einbettet, siche Lemma 2.9
Dualraume,

mindestens reflexiver Banachraum,

Hilbertraum,

dichte Einbettung j : V — H,

Evolutionstripel, siehe Definition 5.1,

kanonische Einbettung zu Evolutionstripel (V, H, j), siche Lemma 5.2,
Einschréankung der kanonischen Einbettung auf Unterraum U C V,
siehe Bemerkung 6.3 (ii),

Integrabilitdtsexponenten p, g € [1, 00],
1 1

zu p € [1,00] konjugierter Exponent p’ € [1, oc], sodass — + = =1,
p D

Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen,

Raum der Testfunktionen mit kompakt in I enthaltenem Trager,
Raum der auf I stetigen Funktionen mit Werten in X,

Raum der auf I stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in X,
Menge der einfachen Funktionen auf I mit Werten in X,

Bochner-Lebesgue-Raum, siehe Definition 2.12,

Bochner-Sobolev-Raum beziiglich Einbettung J, siche Definition 4.3,
Bochner-Lebesgue-Raum bei Evolutionstripel-Struktur,

siehe Bemerkung 5.3,

Funktionen aus X mit Werten in Banachraum (U, || - ||v),

sieche Bemerkung 6.3 (iii),

Bochner-Sobolev-Raum bei Evolutionstripel-Struktur,

siche Bemerkung 5.3,

Bochner-Sobolev-Raum beziiglich Einbettung ey,

siche Bemerkung 6.3 (iii),
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Dualitdtsprodukt auf X* x X,

Skalarprodukt auf Hilbertraum H,

Norm auf Banachraum X,

Operatornorm auf Raum der linearen, stetigen Operatoren £(X,Y),
Absolutbetrag,

starke Konvergenz,

schwache Konvergenz,

X — Y entspricht X bettet ein in Y,

distributionelle Zeitableitung (beziiglich Einbettung J), siche Definition 4.1,

verallgemeinerte Zeitableitung, siche Bemerkung 5.5,

klassische Zeitableitung,

Abschluss beziiglich Topologie 7, 7 = || - || x im Falle einer Normtopologie,
schwache Topologie auf Banachraum X,

lineare Hiille von M,

konvexe Hiille von M,
Bild der Abbildung A,

abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 7 im Raum X,

Lebesgue’sche Sigma-Algebra,




1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit diskutiert nichtlineare Evolutionsgleichungen, ein Spezialfall einer Opera-
tordifferentialgleichung, der aufgrund seiner besonderen Gestalt Existenzaussagen mit verhdltnis-
méfig schwachen Voraussetzungen an die zugrunde liegenden Rdume und Operatoren erméglicht.

Genauer interessieren wir uns fiir eine Operatordifferentialgleichung mit Anfangswertbedingung
der Form:
dy+ Ay = fin LV (I,V*)
y(0) =y, in H.
Dabei ist V ein Banachraum, der dicht in einen Hilbertraum H einbettet, I := (0,7"),0 < T' < oo,
l<p<oop = p’%l, Yo € H, f € LP (I,V*)und A : LP(I,V) — LP (I,V*). AuBerdem be-

zeichne d,y € 5 (I,V*) die verallgemeinerte Zeitableitung, wie sie beispielsweise in [SND16,
Definition 4.22] definiert ist. Die Wohldefiniertheit der Punktauswertung wird noch geklart.

(%)

Diese Arbeit beschrénkt sich lediglich auf das abstrakte Modell einer nichtlinearen Evolutions-
gleichung. Trotzdem sei auf den Zusammenhang zu parabolischen Differentialgleichungen hinge-
wiesen, wie er beispielsweise in [SND16, Kapitel 7] und [Riz04, Kapitel 3] dargestellt ist.

Es besteht die Absicht, einen moglichst allgemeinen Existenzsatz fiir Probleme des beschriebenen
Modells () zu formulieren und zu beweisen. Als Grundlage soll ein Galerkin-Ansatz dienen.

Fiir den Fall eines beschriankten, pseudomonotonen und koerziven Operators A, der durch einen
Operator A : V — V* induziert ist, also von der Form

(Av)(t) = Av(t) in V* fir fast allet € T und v € LP(I,V)

ist in [R1216, Kapitel 3, Satz 2.50] ein Existenzbeweis mit Galerkin-Ansatz zu finden. Die Existenz
der Galerkin-Losungen folgt dort mit dem Satz von Peano (cf. [Raz04, Kapitel 1, Satz 2.55]).
In [Em04, Kapitel 8, Satz 8.4.2] werden koerzive Operatoren A betrachtet, die sich aus einem
monotonen, hemistetigen und einem stark stetigen Anteil zusammensetzen und durch Operator-
Familien {A(t) }te; : V — V* induziert sind, also von der Form

(Av)(t) = A(t)v(t) in V* fur fast alle t € T und v € LP(I,V).

Aufgrund fehlender Stetigkeit in der Zeit ist hier fiir die Existenz der Galerkin-Losungen der Satz
von Caratheodory notwendig (cf. [Em04, Satz A.2.6]). [GGZT74, Kap. VI, Satz 1.1] geht noch einen
Schritt weiter und fordert fiir den Operator A lediglich, dass er ein monotoner, radialstetiger
und koerziver Volterra-Operator ist, was dort durch

v=win V auf [0,¢],t € [ = Av = Aw in V* auf [0,1] ()

definiert ist. Fiir die Existenz der Galerkinlésungen dient hier eine Verallgemeinerung des Satzes
von Caratheodory [GGZT74, Kap. VI, Lemma 1.3].

Mit schwindenden strukturellen Voraussetzungen an den Operator A erschwert sich vor allem, die
Existenz von Galerkin-Losungen zu sichern. Jeder der beschriebenen Existenzbeweise verwendet
fir die Existenz der Galerkin-Losungen, wenn auch implizit, dasselbe Vorgehen aus der Theorie
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gewohnlicher Differentialgleichungen. Man bedient sich des tiblichen Fixpunktarguments, das auf
einer zur Operatordifferentialgleichung dquivalenten Integraldarstellung, dem Satz von Arzela-
Ascoli und einer Version des Fixpunktsatzes von Schauder beruht. Um die im Fixpunktsatz
von Schauder geforderte Selbstabbildungseigenschaft zu erfiillen, wird in der Regel nur die Exis-
tenz von Kurzzeitlosungen gezeigt und dann mit Hilfe des {iblichen Fortsetzungsarguments und
A-priori-Abschitzungen eine globale Losung konstruiert. Um dieses Fortsetzungsargument an-
wenden zu konnen, muss der behandelte Operator A zumindest die Eigenschaft (xx) besitzen.
In dieser Arbeit wird bewusst auf diese Eigenschaft verzichtet, was zur Folge hat, dass nicht zu-
erst die Existenz lokaler Galerkin-Losungen, sondern sofort die globale Existenz gezeigt werden
muss. Das Vorgehen beruht dann im Wesentlichen auf geeignetem Stauchen des untersuchten
Fixpunktoperators, also Erzwingen der Selbstabbildungseigenschaft.

Wie {iiblich besteht eine weitere wesentliche Schwierigkeit eines Existenzbeweises fiir ein nicht-
lineares Problem mit Galerkin-Ansatz im Grenziibergang. Fiihrt die schwache Konvergenz der
Galerkin-Losungen (y,,)nen € LP(I,V) gegen ein y € LP(I,V) im Falle eines linearen, stetigen
und damit schwach stetigen Operators A zur schwachen Konvergenz der Bilder gegen Ay, sodass
sich y mit dem iiblichen Vorgehen, wie beispielsweise in [SND16, Kapitel 7], als die gesuchte Lo-
sung von (x) identifizieren lasst, so gilt dies fiir einen nichtlinearen Operator A im Allgemeinen
nicht. An dieser Stelle greift nun die besondere Struktur von Evolutionsgleichungen:

Nach [Edw65, Theorem 8.18.2 und 8.20.3] ist der Dualraum (LP(I,V))* fiir reflexives V und
1 < p < oo isometrisch isomorph zu o (I,V*). Man kann also ohne Einschrinkung annehmen,
dass der betrachtete Operator A den Raum LP(I,V) in seinen Dualraum abbildet. Operatoren
dieser Gestalt untersucht auch die Theorie monotoner Operatoren, die es ermdglicht, nichtlinea-
re Operatoren tber ihr verallgemeinertes Wachstumsverhalten zu kontrollieren. Von besonderer
Bedeutung ist an dieser Stelle eine Eigenschaft, die alle in [Ruz16], [Em04] und [GGZ74] beschrie-
benen Operatoren besitzen. Sie geniigen alle der sogenannten Bedingung (M). Diese ermoglicht
bei schwacher Konvergenz der Galerkin-Losungen (y,,)nen C LP(I, V), schwacher Konvergenz der
Bilder (Ay,,)nen C LP (I,V*) gegen einen Grenzwert & € LP (I,V*) und Kontrolle der Folge
((AY,,, Y,)x)nen C R im Sinne der Bedingung (M) £ mit Ay zu identifizieren, also die schwache
Stetigkeit eines linearen, stetigen Operators teilweise zu ersetzen. Der prigende Operator dieser
Arbeit soll daher ein koerziver Operator sein, welcher der Bedingung (M) gentigt und sich aus
beschrankten und monotonen Anteilen zusammensetzt.

Den wichtigsten verwendeten Definitionen und Resultaten aus der Theorie monotoner Opera-
toren und der Bochner-Raum-Theorie widmet sich Kapitel 2. In Kapitel 3 wird, im Hinblick auf
die Anwendung der spéter bewiesenen Resultate, der Frage nachgegangen, wann durch Operator-
Familien {A(t)}+er : V — V*, wie sie hdufig in instationiren Problemen auftreten, ein Operator
A : LP(I,V) — LP (I, V*) mit den fiir den spéteren Existenzsatz notwendigen Voraussetzungen
induziert wird. Dabei dienen [Em04, Kapitel 8] und [Ruz16, Kapitel 3] als Grundlage. Kapitel
4 fithrt noch einmal den Begriff der distributionellen Zeitableitung ein. Dabei wird nicht wie
in [GGZ74, Kap. V] oder [SND16, Kapitel 4.2] der Zugang iiber den allgemeinen Begriff der
Vektor-wertigen Distribution gewéhlt, sondern der Begriff der distributionellen Zeitableitung in
Analogie zur schwachen Ableitung reellwertiger Funktionen definiert. In Kapitel 5 wird der Begriff
des Evolutionstripels untersucht und die Grundlage fiir die ordnungsgeméfe Einfithrung nichtli-
nearer Evolutionsgleichungen geschaffen. In Kapitel 6 wird zunéchst das allgemeine Schema des
verwendeten Galerkin-Ansatzes vermittelt, welches anschliefend im Beweis eines Existenzsatzes
fiir den Fall eines separablen Bildbereichs V' Verwendung findet. Dessen Resultate werden in der
Folge wiederum auf den Fall eines nur reflexiven Bildbereichs V' verallgemeinert, wobei sich am
Vorgehen in [Riz04, Kapitel 3, Satz 3.43] orientiert wird.
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Stetigkeit

Zunichst sollen die notwendigen Stetigkeitsbegriffe eingefithrt werden:

Definition 2.1: (Stetigkeitsbegriffe) Seien (X, | - |/x) und (Y, | - [ly) Banachriume. Dann
bezeichne man den Operator A: X — Y als

(i) stetig, falls gilt: 2, "=  z in X = Az, "= Azin Y.

ii) schwach stetig, falls gilt: x,, — =z in = Az, — rinY.
111 emistetig, falls gilt: z,, — z in X = Az, — rinY.

ese d . . f 11 g.l n—oo . X A n—oo A . Y

iv) stark stetig, falls gilt: z,, — 2zin X = Az, — Az inY.

iv) stark stetig, falls gil "gin X = Az, "= Az in Y

(v) kompakt, falls A stetig ist und beschrankte Mengen in X in relativ kompakte Mengen in
Y abbildet.

(vi) beschrankt, falls A beschriankte Mengen in X in beschriankte Mengen in Y abbildet.
(vii) lokal beschrinkt, falls zu z € X Konstanten ¢, K > 0 existieren, sodass fir alle v € X

gilt:

[ —vllx <& = [[Avfly < K.

Lemma 2.2: Seien (X, - |lx), (Y, |ly) und (Z,|| - ||z) Banachraume und A : X — Y ein
demistetiger Operator.

(i) Ist B: Y — Z schwach stetig, dann ist BA : X — Z demistetig.
(ii) Ist C: Y — Z stark stetig, dann ist CA : X — Z stetig.

Beweis: Esgelte z,, "= z in X. Mit der Demistetigkeit von A folgt weiter Az,, "=° Az in Y.
Schliefllich gilt:

BAz, "=*° BAz in Z und C Az, "=° CAz in Z

Also ist BA : X — Z demistetig und CA : X — Z stetig. |

Lemma 2.3:  Seien (X, ||| x), (Y, ]-|ly) Banachrdume und A : X — Y ein linearer, kompakter
Operator. Dann ist A stark stetig.

Beweis: Es gelte z, "—° z in X. Dann ist (Zn)nen C X insbesondere beschréankt. Da A
kompakt ist, existiert nun eine Teilfolge (Azy(n))nen € Y und ein € € Y, sodass Az, "— & in
Y. Da A als linearer, stetiger Operator insbesondere schwach stetig ist und (2, )nen € X immer
noch schwach konvergent, gilt Az, "2 Az in Y. Die Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts
liefert nun, dass Az = ¢ in Y gelten muss, also Axy ) "2 Az in Y. Da diese Argumentation
fiir jede Teilfolge von (x,,)nen und damit von (Ax,)neny C Y gilt, ist Az Haufungspunkt jeder
Teilfolge von (Azy,)neny C Y. Mit dem Teilfolgenargument (cf. Lemma A.1) folgt:

— .
Az, "= Az in Y. [ |




Monotone Operatoren

Von besonderer Bedeutung gerade im Hinblick auf nichtlineare Operatoren ist der Fall Y = X*
mit reflexivem X. In diesem Fall kann der Begriff des Wachstums einer Funktion auf Operatoren
verallgemeinert werden, obwohl in Banachrdumen keine Anordnungsaxiome gelten, also nicht
ausgedriickt werden kann, dass ein Element grofler als ein anderes ist. Vor allem lédsst sich mit
den Begriffen der Monotonie und Koerzivitat ausdriicken, dass Wachstum eine Richtung und ein
Verhalten im Unendlichen besitzt. Im Reellen fiihren die Begriffe zu folgendem Resultat:

Dort ist bekannt, dass eine nicht konstante Gerade also ein linearer Operator jede reelle Zahl
genau einmal annimmt, dies aber fiir nichtlineare Funktionen im Allgemeinen nicht gilt. Ist sie
allerdings stetig und strebt im Negativen gegen —oo, im Positiven gegen oo, dann liefert der
Zwischenwertsatz, dass sie surjektiv sein muss. Bei strikt monotonem Wachstum ist sie sogar
injektiv. Es lassen sich also Eigenschaften einer stetigen Funktion aus ihrem Wachstumsverhal-
ten ablesen. Diese Methode ldsst sich auch weitestgehend auf den Banachraum-wertigen Fall
iibertragen und fiihrt zu den folgenden verallgemeinerten Wachstumsbegriffen:

Definition 2.4: (Verallgemeinerte Wachstumsbegriffe) Sei (X, || -|/x) ein reflexiver Ba-
nachraum. Dann heifit der Operator A : X — X*

(i) monoton, falls (Ax — Ay, z — y)x > 0 fiir alle z,y € X.
(ii) strikt monoton, falls (Ax — Ay, z — y)x > 0 fir alle z # y € X.

(Az,z) x

(iii) koerziv, falls gilt: lim|, , o0 T

= Q.

Lemma 2.5:  Sei (X, ||| x) ein reflexiver Banachraum. Der Operator A : X — X* sei monoton,
dann ist A lokal beschrankt.

Beweis: Siehe [Ru704, Lemma 1.4 (iii)]. [ ]

Das folgende Lemma ermoglicht, auch Bilder von Galerkinloésungen unter Operatoren mit nicht
beschriankten Anteilen zu kontrollieren, solange diese monoton sind. Dabei handelt es sich um
eine Erweiterung von [GGZT74, Kap. III, Folgerung 1.2], die in dieser angepassten Form spéter
besser angewandt werden kann:

Lemma 2.6: (Beschranktheitskriterium fiir monotone Operatoren mit beschrankter
Storung) Sei (X, | - ||x) ein reflexiver Banachraum. Der Operator Ag : X — X* sei monoton
und B : X — X™* beschrankt. Fiir den Operator A := Ag+ B : X — X* und die Menge S C X
existiere eine Funktion & : X — [0, 1], sodass

[Is]lx < M und h(s)(As,s)x < C fir alle s € S.
Dann existiert eine Konstante K > 0, die nur von C, M > 0 und A abhéingt, sodass

[Ih(s)As||x« < K fir alle s € S.

Beweis: Da Ag monoton und 0 < h < 1 ist, gilt fiir alle s € S und z € X, dass

h(s)(Aps,z)x < h(s) ((Aps, s)x + (Aox,x — s)x) = h(s) ((As,s)x — (Bs,s)x + (Aox,x — s)x)
< C+ || Bs|x-M + [[Aoz| x- (|2 x + M).
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Da B beschrankt und Ag nach Lemma 2.5 lokal beschrankt ist, existieren Konstanten Cg, Cy, e >
0, sodass

| Bs||x+~ < Cp fir alle s € S und ||Apz||x+ < Cp fiir alle x € X mit ||z]|x <e.

Mit einer skalierten Version der Normformel folgt weiter, dass fiir alle s € S gilt:

1 1
Ih(s)Aos||x+ = sup —h(s){Aps,x)x < - (C+CpM+Cy(e+ M)),

el x=e €

also schliefllich ein K > 0, sodass |h(s)As| x~ < K fir alle s € S. [ ]

Die zentrale Eigenschaft dieser Arbeit stellt die sogenannte Bedingung (M) dar. Denn sie be-
schreibt einen Stetigkeitsbegriff, der dem der schwachen Stetigkeit linearer Operatoren sehr na-
he kommt oder ihn zumindest in vielen Féllen weitestgehend ersetzt. Grob umschrieben liefert
sie Voraussetzungen, unter denen fiir eine Folge (zn)nen € X aus x, — zin X folgt, dass
Az, "2 Az in X*. Diese Voraussetzungen umfassen die schwache Konvergenz von (Ax,, )nen C
X* gegen einen zunédchst unbekannten Grenzwert und die Kontrolle der Folge ((Az,,, ) x )nen C
R im Sinne der Bedingung (M). Die Bedingung (M) ist gerade im Hinblick auf in der Regel nur
schwach konvergente Folgen von Galerkin-Lésungen von zentraler Bedeutung, da sie den Grenz-
iibergang auch ohne schwache Stetigkeit ermoglicht. Inwiefern ({Ax,, ;) x )nen € R kontrolliert
werden muss, klirt die ndchste Definition:

Definition 2.7: (Bedingung (M)) Sei (X, ]| - | x) ein reflexiver Banachraum. Dann geniigt
der Operator A : X — X* der Bedingung (M), falls fiir eine Folge (xy,)nen € X aus

n—oo .
T, — xin X,

Az, "= ¢ in X¥,
<

und lim sup (Aza, ) x < (€,2) x
n—oo
folgt, dass Ax = £ in X*.
Lemma 2.8: Sei (X, |- ||x) ein reflexiver Banachraum. Dann gilt:

(i) Ist A: X — X* monoton und radialstetig, das heifit fiir alle z,y € X ist
(t— (A(z+ty),y)x): [0,1] = R

stetig. Dann geniigt A der Bedingung (M).

(i) Ist B : X — X* stark stetig und geniigt A : X — X* der Bedingung (M), dann geniigt
A + B der Bedingung (M).

(iii) Ist A: X — X* lokal beschrinkt und geniigt der Bedingung (M), dann ist A demistetig.

Beweis:
ad (i): Siehe [GGZT4, Kap. III, Lemma 1.3].
ad (ii): Siehe [Ruz04, Kapitel 3, Lemma 2.4].
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ad (iii): Hier geht man analog zu [Ri704, Kapitel 3, Lemma 1.4 (iv)] vor: Es gelte also ,, "=
in X. Die lokale Beschrianktheit von A liefert nun, dass (Az,)neny € X* beschrankt ist.
Mit der Reflexivitit von X* und dem Satz von Eberlein-Smulian (cf. Satz A.6) folgt nun
die Existenz einer Teilfolge (Axyn))neny € X* und eines £ € X*, sodass Ay "2 ¢ in
X*. Da (Zy(n))neny € X immer noch stark konvergiert, gilt

lim (AZy(n), Tyn)) x = (€ 7)x

n—roo

Die Bedingung (M) liefert nun Az = £ in X, das heifit Az, () "2 Az in X*. Da diese
Argumentation fiir jede Teilfolge von (z,,)nen und damit auch von (Azx,,),eny € X* gilt, ist
Az schwacher Haufungspunkt jeder Teilfolge von (Azy,)neny © X*. Das Teilfolgenargument
(cf. Lemma A.1) liefert nun, dass

n—oo .
Az, = Az in X*. [ |

Von besonderer Bedeutung gerade im Hinblick auf das spéter zu konstruierende Galerkin-Verfahren
ist, Operatoren auf Teilrdume des urspriinglichen Definitionsbereichs zu beschrédnken und zu un-
tersuchen, inwiefern sich ihre Eigenschaften ver- und erhalten. Dabei ist vor allem der Begriff
der Einbettung wichtig, welcher in dieser Arbeit immer einen injektiven, linearen und stetigen
Operator bezeichnet:

Lemma 2.9: (Einschrankung von Operatoren beziiglich Einbettung) Seien (X, || | x)
und (Y, - |ly) Banachrdume, J : ¥ — X eine Einbettung und A : X — X* ein Operator.
Bezeichne J* : X* — Y™ den zu J adjungierten Operator, definiert durch

(J*x™ y)y == (", Jy)x firalley € Y, z* € X*.
Dann heifit Ay := J*AJ : Y — Y™ die Einschriankung von A beziiglich J und es gilt:
(Ayy, 5)y = (AJy, J§)x fur alle y,g € Y.
Des Weiteren gilt:
(i) Ist A beschrankt, dann ist auch A; beschréinkt.
(ii) Ist A injektiv und ﬁwx = X, dann ist auch A injektiv.
(iii) Ist A monoton, dann ist auch A; monoton.

(iv) Ist A koerziv und J zusétzlich isometrisch, das heifit es gilt || Jy||x = ||y||y fiir alley € Y,
dann ist auch A; koerziv.

(v) Sind X,Y reflexiv, Ap : X — X* monoton und B : X — X* beschrinkt, sodass A :=
Ao+ B : X — X* der Bedingung (M) geniigt, dann geniigt auch A; der Bedingung (M).
Insbesondere ist A; dann demistetig.

Beweis: Die Wohldefiniertheit ist evident. Dass (A y,§)y = (AJy, J§)x fir alle y,§ € Y,
folgt direkt aus der Definition von Ay und J*.

ad (i): Die Definition von J* sichert offensichtlich dessen Linearitdt. Wegen

(S 2% )y = @ Jy)x < 2 Tl 2 ov x llylly
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ist J* auBlerdem stetig. Da fiir lineare Operatoren Stetigkeit und Beschranktheit dquivalent
sind, ist A, als Verkniipfung beschrankter Operatoren wieder beschrankt.

Y LML

ad (ii): Ist nun A injektiv und R(J) = X, dann folgt aus Ajy = A 4 in Y*, dass

0= (Ay;y— Asi,2)y = (AJy — AJg, Jz)x fur alle z € Y.

Wegen (J)”'HX = X, ist dann AJy = AJgy in X*. Die Injektivitdt von A und J liefert
nun, dass y = ¢ in Y, also die Injektivitat von A.

ad (iii): Ist A monoton, dann gilt fiir beliebige y,7 € Y, dass
(Ayy — AsGy — G)y = (AJy — AJg, Jy — J§)x = 0.

ad (iv): Mit der Koerzivitdt von A und der Isometrieeigenschaft von J folgt, dass

(Asy, y)y im AV ITyx

=2 = lim
luly—=oelylly  Ivlix—ee [1Tyllx
ad (v): Sei (yn)nen C Y eine Folge, sodass gilt:

Yn niooy inY
n—oo . *
Ay, — €£inY
lim sup (Ajyn, Yn)y < (&, y)y

n—0o0

Dann sind insbesondere (yn)nen € Y und (Ajyn)neny € Y™ beschrankte Folgen. Also
erhélt man mit der Beschranktheit von J, dass

[ Jynllx < M und (AJyn, Jyn) x = (Asyn: yn)y < [Asunlly-|lynlly < M’

Da Ap monoton und B beschrinkt ist, liefert Lemma 2.6 fiir S = (Jyn)neny € X und
h =1 nun ein K > 0, sodass ||AJy,||x~ < K fiir alle n € N. Die Reflexivitdt von
X* liefert zusammen mit dem Satz von Eberlein-Smulian (cf. Satz A.6) eine Teilfolge
(AJYy(n))nen € X* und ein n € X*, sodass AJyqyn) "2 pin X*. Da J* und J schwach
stetig sind und (yy(n))nen € Y immer noch schwach konvergent, gilt insbesondere

Jyw(n) nee Jy in X
Agypmy = T ATy "= T in Y,
also J*n =€ in Y* wegen der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts. Schliellich gilt:
lim sup (AJ Yy (n), JYpn)) x = UM sup (Asypn), Yo (n))y
n—oo n—oo
<&y ={Iny)y =0 Jy)x

Da A der Bedingung (M) geniigt, muss dann schon AJy =7 in X*, also Ayjy = J*AJy =
J*n = £ in Y* gelten. Damit geniigt A; der Bedingung (M). Mit dem bereits Bewiesenen
ist (Ag); monoton und B beschrédnkt. Lemma 2.5 liefert, dass (Ap); und damit auch
Ay lokal beschriankt sind. Zusammen mit der Bedingung (M) folgt aus Lemma 2.8 (iii)
schlielich die Demistetigkeit von A ;. ]




Bochner-Lebesgue-Raume

Bezeichne C°(I, X) und C*(I,X) den Raum der auf I stetigen beziehungsweise stetig diffe-
renzierbaren Funktionen mit Werten in X. Diese sind wie in [GGZ74, Kap. IV, Definition 1.1]
definiert und gemaf [GGZ74, Kap. IV, Satz 1.1] ausgestattet mit ihren kanonischen Normen
Banachrdume.

Seien auerdem die Begriffe Bochner-Messbarkeit und Bochner-Integral wie iiblich definiert, zum
Beispiel wie in [GGZ74, Kap. IV, Definitionen 1.4 und 1.5] oder [SND16, Kap. 1]. Des Weiteren
benétigt diese Arbeit die folgenden Resultate:

Satz 2.10: (Pettis) Sei (X,| - |/x) ein Banachraum, I := (0,7) und 0 < T' < co. Dann ist
x : I — X genau dann Bochner-messbar, wenn die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

(i) Schwache Messbarkeit: Fiir alle 2* € X* ist (z*, z(-))x : I — R Lebesgue-messbar.

(ii) Fast Separabelwertigkeit: Es existiert eine Lebesgue-Nullmenge N € L(I), sodass
R(z),, ) separabel ist.

Beweis: Siehe [SND16, Kapitel 1, Satz 1.18]. |

Folgerung 2.11: Sei (X, || - ||x) ein Banachraum, I := (0,7) und 0 < T < oo. Ist (€p)nen :
I — X eine Folge Bochner-messbarer Funktionen und x : I — X, sodass

@, (t) "= x(t) in X fir fast alle t € I.

Dann ist « : I — X Bochner-messbar.

Beweis: Der Satz von Pettis liefert, dass (x*, 2, (-)) x Lebesgue-messbar ist und eine Folge
von Lebesgue-Nullmengen (N, )nen C L(I) existiert, sodass R( ) separabel ist. Dann ist

conv ( U R(mnh\N" ))

neN

Tnlnw,

als abzéhlbare Vereinigung und konvexe Hiille separabler Mengen ebenfalls separabel. Nach Vor-

aussetzung existiert eine Lebesgue-Nullmenge N 2 J,, oy Va, sodass fiir alle z* € X* gilt:

n— oo

(" xn(t))x = (2%, x(t))x firallet € T\ N.

Damit ist (z*,x(-))x als fast {iberall punktweiser Grenzwert Lebesgue-messbarer Funktionen
wieder Lebesgue-messbar. Da konvexe Mengen genau dann schwach abgeschlossen sind, wenn sie
stark abgeschlossen sind, folgt zusammen mit der fast iberall punktweisen schwachen Konver-
genz, dass

T(X,X™)

[RIEN
= conv( U R(mnlwn)> .

neN

R(w‘I\N) C conv( U R(wnh\N”))

neN

Damit ist R(x n ) als Teilmenge einer separablen Menge wieder separabel. Schlieflich ist = : I —
X schwach messbar und fast separabelwertig. Der Satz von Pettis liefert nun die Behauptung. B
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2 Mathematische Grundlagen

Definition 2.12: (Bochner-Lebesgue-Raume) Sei (X, ||| x) ein Banachraum, I := (0,T),
0<T <oound 1< p<oo. Dann heifit der Quotientenraum beziiglich der Relation ~ | welche
Gleichheit fast iiberall in X auf I entspricht,

L*(I,X):= {:c I — X‘w Bochner-messbar und ||z(-)||x € Lp(I)}/
Bochner-Lebesgue-Raum.
Satz 2.13: (Eigenschaften von Bochner-Lebesgue-Raumen) Sei (X, ||-||x) ein Banach-

raum, I :=(0,7), 0 < T < oo und 1 < p < co. Dann gilt:
(i) LP(I,X) definiert versehen mit der Norm

| Le(r,x) = (/ ||w(s)||’)’<ds> firl<p<oo
I

und ||| pe (r,x) := ess sup [z(®)lx  fiir p=oo.
te

einen Banachraum.
(ii) Es gilt die Einbettung C°(I, X) — L?(I, X).

(iii) Fir 1 < p < oo liegt S(I, X)) die Menge der einfachen Funktionen mit Werten in X dicht
in L7(I, X).

(iv) Fiir reflexives X und 1 < p < oo ist LP(I, X)) reflexiv.
Beweis: ad (i): Siche [GGZT74, Kap. IV, Satz 1.11], ad (ii): Siehe [SND16, Kapitel 2, Korollar

2.10], ad (iii): Siche [GGZT74, Kap. IV, Lemma 1.3] und ad (iv): Siehe [Edw65, Theorem 8.18.2
und 8.20.3]. [

Satz 2.14: (Darstellung der Dualitit in Bochner-Lebesgue-Raumen) Sei (X, || - ||x)
ein reflexiver Banachraum, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p < oo. Dann ist der Operator
T: LY (I, X*) — (LP(I,X))" mit

(Tx™, @) 1o(1,x) = / (x*(s), z(s)) xds fiir alle & € LP(I, X),x* € L” (I, X*)
I

ein isometrischer Isomorphismus.
Beweis: Siehe [Edw65,Theorem 8.18.2 und 8.20.3]. [ ]

Bemerkung 2.15:  Aufgrund von Satz 2.14 wird im Folgenden nicht mehr zwischen den
Réumen (L?(I,X))" und L* (I, X*) oder Tx* und «* unterschieden.
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3 Operatoren auf Bochner-Lebesgue-Raumen
In der Anwendung werden Operatoren A : LP(I, X) — L(I,Y) in der Regel durch die Vorschrift
(Ax)(t) = A(t)x(t) in YV fiir fast alle ¢ € I,

definiert, wobei A(t) : X — Y zeitabhingige Operatoren sind, die meistens durch ein insta-
tiondres Problem motiviert sind. Da trotzdem nicht jeder Operator zwischen Bochner-Lebesgue-
R&umen durch solche zeitabhidngigen Operatoren gegeben ist, sollen diese eine eigene Bezeichnung
erhalten:

Definition 3.1: (Induzierte Operatoren) Seien (X, || -|x), (Y,| - ||y) Banachriume, I :=
(0,7),0 < T < ocound 1 < p,¢g < oo. Dann heifit A : LP(I,X) — L%(I1,Y) durch eine
Operatorfamilie { A(t) }+e; induziert, falls diese fiir fast alle ¢t € I einen Operator A(t) : X — Y
definiert, sodass fiir & € LP(I, X) gilt:

(Azx)(t) = A(t)z(t) in Y fir fast alle ¢t € 1.

Definition 3.2: (Caratheodory- und Majoranten-Bedingung) Seien (X, || - ||x), (Y, - [lv)
Banachraume, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p,q < oco. Dann geniigt die Operatorfamilie

{A(t)}+er der
(i) Caratheodory-Bedingung, falls
(a) A(t) : X = Y fiir fast alle t € I wohldefiniert und demistetig ist.
(b) A(")x:I —Y fiir alle z € X Bochner-messbar ist.

(ii) (p,q)-Majoranten-Bedingung, falls 0 < k € L9(I) und C > 0 existieren, sodass fiir fast
allet € I und z € X gilt

[A®)z]ly < k(t) + Cllall%

Das folgende Lemma liefert nun hinreichende Bedingungen an eine Operator-Familie {A(¢) }ter,
sodass durch diese ein Operator A : LP(I,X) — L9(I,Y) induziert wird:

Lemma 3.3: (Nemyckii-Operator) Seien (X, | | x), (Y, - |ly) Banachriume, I := (0,7),
0 < T < 00,1 < p,g < oo und die Operator-Familie {A(t)}ter : X — Y geniige der
Caratheodory- und (p, ¢)-Majoranten-Bedingung. Dann ist der durch  {A(t)}+cr induzierte
Nemyckii-Operator A : LP(I,X) — L(1,Y) wohldefiniert und beschrénkt, fiir reflexives
Y auch demistetig. Ist {A(t)}+er zusétzlich eine Familie von stetigen Operatoren, dann ist A
ebenfalls stetig.

Beweis: Der Beweis fiir zeitlich konstante Operator-Familien bei separablem Y ist auch in
[Ruz16, Kapitel 3, Lemma 2.61] zu finden. Dieser Beweis lauft im Wesentlichen analog, muss an
einigen Stellen allerdings verdndert werden:

1. Wohldefiniertheit und Beschrianktheit: Sei nun x € LP(I, X). Dann existiert eine

Folge von einfachen Funktionen (s,)neny € S(I,X), das heifit s,(t) = Zf;l silpn(t),

wobei s € X und B} € L(I) mit B N B} = () fiir i # j, die fast iiberall punktweise in X

12



3 Operatoren auf Bochner-Lebesgue-Réumen

gegen « konvergiert. Nach Voraussetzung ist A(-)s? und damit auch

kn
AC)sa() =D 1n()A()s) + Ly g (DA()0
i=1 =t

Bochner-messbar und konvergiert, aufgrund der Demistetigkeit von A(t) : X — Y fir
fast alle t € I, fast {iberall schwach gegen A(-)x(:) in Y. Folgerung 2.11 liefert nun die
Bochner-Messbarkeit von A(-)xz(-). Wegen

([1aean ds)é < ([ (s + clleto})’ ds)é < Wellzacn + Cllzl .

wobei von der Minkowski-Ungleichung und ||z (-)||x € LP(I) (cf. Definition 2.12) Gebrauch
gemacht wurde, ist A(-)z(-) € LY(I,Y), also A : LP(I,X) — L9(1,Y) wohldefiniert.
Insbesondere folgt damit auch schon die Beschréanktheit von A : LP(I, X) — L(I,Y).

2. Demistetigkeit: Sei Y reflexiv und (2, )nen € LP(I, X), sodass @, "= @ in LP(I, X),

n—o0

also insbesondere ||z, (-) — z(-)||x = 0 in LP(I) (cf. Definition 2.12). Nach der Um-

kehrung des klassischen Konvergenzsatzes von Lebesgue, existiert eine Teilfolge, sodass
n—oo

€y (ny (1) — 2(t)|[|x = O fiir fast alle t € I. Fiir y* € LY(LY*) (¢ == 757) gilt dann
aufgrund der Demistetigkeit von A(t) : X — Y, dass

(Y™ (t), A(t)xym)(t)y "0 (y*(t), A(t)x(t))y fiir fast alle t € 1.

Fiir beliebiges Lebesgue-messbares B € L(I) gilt mit der Holder-Ungleichung analog zur
obigen Abschéitzung, dass

/B |7 (5), A(S) gy () v d5 < 157 L 1.3+,

1pAzy(m)llLaa,y)
P
<y Ny (18Rl ey + Ol )

Da k € LU(I) und (||&y ) ()% )nen € L*(I) als konvergente Folge im klassischen Sinn
gleichgradig integrierbar sind und B € L£(I) beliebig gewéhlt war, ist auch

(" (), AC) () ())y Jnen S LH(T)

im klassischen Sinn gleichgradig-integrierbar. Zusammen mit der fast iiberall punktweisen
Konvergenz liefert nun der klassische Konvergenzsatz von Vitali (cf. Lemma A.5) unter
Beachtung der Darstellung der Dualitdt in Bochner-Lebesgue-Rdumen geméfl Satz 2.14,
dass

(Y Azy(n) — A)pa(1y) = /1 (Y7 (), A(8)@y(n) (5) — A(s)z(s))y ds "= 0.
Da diese Argumentation fiir alle Teilfolgen gilt, ist Ax schwacher Haufungspunkt jeder
Teilfolge von (Ax,,)nen. Das Teilfolgenargument (cf. Lemma A.1) liefert nun die schwache
Konvergenz der gesamten Folge.

Die Stetigkeit im Fall einer stetigen Operator-Familie {A(t)}:c; folgt analog, wenn man an den
entsprechenden Stellen (y*(t),-)y durch |- ||{ ersetzt. [ |
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3 Operatoren auf Bochner-Lebesgue-Réumen

Eine sehr ergiebige Folgerung aus Lemma 3.3 erhélt man durch Betrachten von linearen, stetigen
Operatoren.

Folgerung 3.4: (Linear-induzierte Operatoren zwischen Bochner-Lebesgue-Raumen)
Seien (X, | - |lx), (Y, - |ly) Banachraume, I := (0,7),0<T <00, 1<p<ocound 4: X =Y
linear und stetig. Dann ist der induzierte Operator A : LP(I, X) — L?(I,Y) wohldefiniert, linear
und stetig. Insbesondere gilt fir alle @ € LP(I, X) die Integralidentitét

A (/a:(s)ds) = /(Aw)(s)ds inY (3.4.1)
I I
Ist A: X — Y ein Isomorphismus, dann A : LP(I, X) — LP(I,Y) ebenfalls.

Beweis: A : X — Y ist linear und stetig. Daher iibertrigt A die Approximation durch
einfache Funktionen auf deren Bilder und erhilt so die Bochner-Messbarkeit. Aus ||Az|y <
Al z(x v llzllx folgen die Wohldefiniertheit und Stetigkeit von A : LF(I, X) — LP(I,Y). Die
Linearitdt von A iibertragt sich laut Definition direkt auf A, sodass (3.4.1) wie man leicht ein-
sieht auf S(I, X) bereits gilt. Da S(I, X) nach Satz 2.13 (iii) dicht in L!(I, X) liegt und beide
Seiten in (3.4.1) mit dem bereits Bewiesenen stetig auf L(I, X) sind, muss (3.4.1) schon auf
ganz LP(I, X) gelten.

Ist nun A ein Isomorphismus, das heifit A=! : Y — X existiert, ist linear und stetig. Dann
liefert das bereits Bewiesene, dass B : LP(I,Y) — LP(I, X) mit (By)(t) = A~ly(t) in X fiir fast
allet € I und y € LP(1,Y) wohldefiniert, linear und stetig ist. Wegen

(BAz)(t) = A 'A(x(t)) = (t) in X
und (ABy)(t) = AA (y(t)) = y(t) in Y fiir fast alle t € T

gilt B=A""'in £(LP(I,Y), L”(I, X)). Daher besitzt A eine stetige Inverse und ist ein Isomor-
phismus. |

Bemerkung 3.5: Da der induzierte Operator A : LP(I,X) — LP(1,Y) in Folgerung 3.4 fir
alle 1 < p < oo wohldefiniert, linear und stetig ist, unterscheidet man der Einfachheit halber im
Folgenden nicht zwischen A und dem durch A induzierten Operator A : LI(I,X) — L4(I,Y)
mit 1 < ¢ <oound g # p.

Fiir den Fall, dass X reflexiv ist, ¢ = p%l und Y = X* liefert Satz 2.14, dass (LP(I,X))* =
LY (I,X*). In diesem Fall sind die Begriffe Monotonie und Koerzivitiit (cf. Definition 2.4) fiir
Operatoren A : LP(I, X) — LP (I, X*) definiert und man kann sich fragen, welche Forderungen
an eine Operator-Familie {A(t) }tey : X — X* hinreichend sind, sodass der induzierte Operator

einem dieser Begriffe gentigt.
Folgerung 3.6: (Induzierte Eigenschaften) Sei (X, | - || x) ein reflexiver Banachraum, I :=
(0,7),0<T<o00,l<p<oo,p = ﬁ und {A(t)}+er eine Operator-Familie. Dann gilt:

(i) Ist A : LP(I,X) — LP (I, X*) mit (Ax)(t) = A(t)x(t) in X* fiir fast alle t € I wohlde-
finiert und existieren A € L'(I) und M > 0, sodass fiir fast alle t € [ und alle x € X
gilt:

(Alt)z, z)x = A(t) + M|zl

14



3 Operatoren auf Bochner-Lebesgue-Réumen

Dann ist der durch {A(t)},e; induzierte Operator A : LP(I, X) — L¥' (I, X*) koerziv.
(ii) Sei {A(t)}ter eine Operatorfamilie, die den folgenden Bedingungen gentigt:
1. A(t) : X — X* ist fiir fast alle ¢t € I wohldefiniert, monoton und radialstetig.
2. A()x : I — X* ist fir alle x € X Bochner-messbar.
3. {A(t)}rer erfullt die (p, p’)-Majoranten-Bedingung.

Dann ist der durch { A(t) },¢; induzierte Operator A : LP(I, X) — L? (I, X*) wohldefiniert,
beschrankt, demistetig und monoton. Insbesondere gentigt A : LP(I, X) — LP (I, X*) der
Bedingung (M). Fiir separables X folgt 2. bereits aus folgender Bedingung:

2*. (A(")z,Z)x : I — R ist fir alle 2,7 € X Lebesgue-messbar.

Beweis:
ad (i): Offensichtlich gilt fur @ € LP(I, X):

(At)x(t), z(t)) x > A(t) + M|z (t)|% fir fast alle t € 1.

Integration iiber I liefert dann: (Ax, ) o1 x) > [; )\(s)derMHa:Hip( - Also schlieflich

I1,X
(Az, @) o1, x . (RY|F217; 1
im ) D Ml | =
llzllp (r, x)—>00 HCBHLP(I,X) llzllLr (1, x)—>o0 ||$||LP(I,X) ’

da p > 1 nach Voraussetzung.

ad (ii): Mit Lemma 2.5 und Lemma 2.8 (i) ist A(¢) : X — X* fiir fast alle ¢ € I lokal be-
schrinkt und gentigt der Bedingung (M). Lemma 2.8 (iii) sichert nun die Demistetig-
keit von A(t) : X — X* fir fast alle t € I. Damit erfiillt {A(¢)}:er die Caratheodory-
Bedingung. Zusammen mit der (p,p’)-Majoranten-Bedingung liefert Lemma 3.3 weiter,
dass A : LP(I, X) — LP (I, X*) wohldefiniert, beschréinkt und demistetig ist. Da A(t) :
X — X* fiir fast alle ¢ € I monoton ist, gilt insbesondere fiir alle ,y € LP(I, X):

(A(t)x(t) — At)y(t), z(t) —y(t))x > 0 fur fast alle t € I.

Integration iiber I zusammen mit der Darstellung der Dualitdt in Bochner-Lebesgue-
Réaumen geméf Satz 2.14 liefert schlielich:

(Ax — Ay, x — yY)rr(r,x) > 0 fiir alle x,y € LP(I, X).

Mit Lemma 2.8 (i) geniigt A : LP(I, X) — LPI(I, X*) als monotoner, radialstetiger Ope-
rator insbesondere der Bedingung (M).

Sei nun 2*. erfiillt und X separabel. Da X reflexiv ist, ist die kanonische Isometrie Jx :
X — X**, definiert durch (Jxx,x*)x~ := (x*,x) x fir alle x € X und 2* € X*, surjektiv.
Das heifit fiir alle z** € X™** existiert ein x € X, sodass Jxx = z** in X**. Insbesondere
folgt damit und mit 2*. aus

(@™, A()T)x- = (Jxa, AC)E) x- = (A()E, 2)x fiir alle 2 € X**,

dass A()Z : I — X* fur alle # € X schwach messbar ist (cf. Satz 2.10 (i)). Da X* als
Dualraum eines separablen und reflexiven Banachraums wieder separabel ist, ist A(-)Z :
I — X* fir alle # € X fast separabelwertig (cf. Satz 2.10 (ii)). Der Satz von Pettis liefert
nun, dass A(-)Z : I — X* fur alle £ € X Bochner-messbar ist, also 2.. |
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4 Distributionelle Zeitableitung

Im Folgenden wird die distributionelle Zeitableitung eingefiihrt. Dabei beschrankt sich diese
Arbeit auf die regulére distributionelle Zeitableitung, die fiir Evolutionsgleichungen vollkommen
ausreichend ist. Auf eine genaue Einfiihrung in den Begriff der vektorwertigen Distribution wird
deshalb verzichtet. Es sei allerdings auf den Zusammenhang hingewiesen, wie er beispielsweise
in [GGZ74, Kap. V] oder [SND16, Kapitel 4.2] dargestellt ist. Der Zusatz ,regulir® wird im
Folgenden weggelassen. Wie tiblich bezeichne C§°(I) den Raum der glatten Testfunktionen mit
in I kompakt enthaltenem Trager.

Definition 4.1: (Distributionelle Zeitableitung) Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) Banachriu-
me, J : X — Y eine Einbettung, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p,¢ < oo. Dann be-
sitzt ® € LP(I,X) eine distributionelle Zeitableitung beziiglich J in LI(I,Y), falls ein
& € LI(I,Y) existiert, sodass gilt:

J ( / :c(s)gp/(s)ds) - / &(s)p(s)ds in Y fiir alle g € C(I).

I I

Man schreibt dann: d&’—f := & oder fur J = Idx einfach ‘é—f = Z.

Bemerkung 4.2: (Wohldefiniertheit) Das auch fiir Bochner-Lebesgue-Funktionen geltende
Fundamentallemma der Variationsrechnung, wie in [Em04, Kapitel 8, Satz 8.1.3] bewiesen, sichert
die Eindeutigkeit der distributionellen Zeitableitung, also mithin deren Wohldefiniertheit. Insbe-
sondere gilt fiir € C1(I, X) die Identitit %% = Jx/ (cf. [GGZ74, Kap. IV, Bemerkung 1.16)).
Auflerdem sei darauf hingewiesen, dass diese Definition auch fiir lokal integrierbare Funktionen
einen Sinn ergibt, da immer iiber den Tréger einer Funktion aus C§°(I) integriert wird.

Definition 4.3: (Bochner-Sobolev-Raum beziiglich Einbettung) Seien (X, | - [ x) und
(Y, |l - |ly) Banachrdume, J : X — Y eine Einbettung, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p,q < 0.
Dann heif3t

WP X,Y) = {:c e LP(I,X)

dJ.’B
d—— ¢ LYY
g L4 )}

Bochner-Sobolev-Raum beziiglich J. Setze der Einfachheit halber W1P4(I, X) :=
WP (I, X, X) und W;P(I,X,Y) = W;PP(I,X,Y).

Bemerkung 4.4: Mit Folgerung 3.4 gilt in Definition 4.1 fiir beliebiges ¢ € C§°(I), dass

1 (= [eess) == [ aeneas=- [(Geroessny

I I I

Dabei bezeichnet J den durch J induzierten Operator (cf. Folgerung 3.4). Daher sieht man leicht
ein, dass fir ein « € LP(I, X) genau dann x € W}’p’q(],X, Y) gilt, wenn Jx € WhP4(1,Y).
Dann gilt insbesondere:

d‘]lid-]'x
dt — dt

in LI(I,Y).
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4 Distributionelle Zeitableitung

Lemma 4.5: (Vollstandigkeit) Seien (X,| - ||x) und (Y,] - ||y) Banachriume, J : X — Y
eine Einbettung, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p,q < co. Dann ist W}’p’q(I,X,Y) versehen
mit der Norm

sz
dt

lellwy gy = lellzor o+
: La(1,Y)

ein Banachraum.
Beweis: Siehe [BF06, Lemma I1.5.10]. |

Lemma 4.6: (Linear-induzierte Operatoren zwischen Bochner-Sobolev-Raumen) = Sei-
en (X,| - lx), (Y,| - |ly) Banachrdume, A : X — Y linear und stetig, I := (0,7), 0 < T < 0
und 1 < p,q < oo. Dann ist A : WHP4([, X) — WhP4([,Y) mit (Az)(t) = Az(t) fiir fast alle
t € I wohldefiniert, linear und stetig. AuBerdem gilt fiir alle @ € W1P:4(I, X) die Identitét:

dAz A <dm
dt

T = ) in Lq(I,Y)
Ist A: X — Y ein Isomorphismus, dann auch A : WhP4([, X) — WhP4(1,Y).

Beweis: Fiir ¢ € C§°(I) gilt unter Anwendung von Folgerung 3.4 und Definition 4.1:

- [ Aa))erds = 4 (— / m<s>¢,(s>ds>

I I

—a( [ Fewes) = [A(G) @eesny,

das heift 422 = A (22) in L9(1,Y). Also ist A : WP(I, X) — WhP4(I,Y) wohldefiniert.
Da sowohl A : LP(I,X) — LP(I,Y) als auch A : LY(I,X) — L9(1,Y) stetig sind (cf. Folgerung
3.4 und Bemerkung 3.5), folgt zusammen mit 2% = A (42) in L9(1,Y) die Stetigkeit von
A WhPa(], X) — WHP4(I,Y). Die Linearitét ist evident.

Ist nun A ein Isomorphismus, dann existiert A= : Y — X, ist linear und stetig. Mit dem
bereits Bewiesenen ist der Operator B : W1P4(1Y) — WhP4([, X) mit (By)(t) := A~ 'y(t)
fiir fast alle t € I und y € WHP4(1,Y) linear und stetig. In Folgerung 3.4 wurde bereits gezeigt,
dass B invers zu A ist. ]

Lemma 4.7: (Verallgemeinerter Volterra-Operator) Sei (X, |- | x) ein Banachraum, I :=
(0,7),0<T < 00, 1< p< oo. Dann ist der verallgemeinerte Volterra-Operator

V:LP(I,X) — WYP(I, X) mit (Vz)(t) :== /tw(s)ds firtel
0

wohldefiniert, linear und stetig. Auflerdem gilt fiir alle © € LP(I, X) die Identitét:

AY
Tf =z in LP(I, X).
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4 Distributionelle Zeitableitung

Beweis: In [GGZ74, Kap. IV, Lemma 1.8] ist nachgewiesen, dass V : LP(I, X) — W1P(I, X)
wohldefiniert ist und fiir @ € LP(I, X)

dV
7“3 = in LP(I, X)
erfullt. Fir «,y € LP(I, X) folgt dann:
dVx dVy
Ve = Vyllwirax) = [V = Vyllrax) + H @t
LP(I,X)
P

/ “x(s) — y(s)ds

_ ( /
<([ ([ e~ y(s)Hde)pdt); Tl — yllonx

1
=T7|z—ylpax)+ 1T —yllLe,x)
<A+Dle —yller,x)

»
dt) + 1l —yllLe,x)
X

SchlieBlich ist V : LP(I, X) — W1P(I, X) stetig. Die Linearitét ist evident. [ ]

Satz 4.8: (Hauptsatz fiir Bochner-Sobolev-Funktionen) Sei (X, || x) ein Banachraum,
I:=(0,7),0<T <oound 1 < p,q < co. Dann existiert genau eine Auswahlfunktion

(= xw) : WHP(T, X) — C%T, X) mit zy € « fiir alle & € WHP4(I, X),

die eine Einbettung definiert. Auflerdem gilt fiir alle ¢, ¢ € I mit ¢’ < t:

, tdx .
xzw(t) =zw ') + E(s)ds in X.
t/

Beweis: Siche [BF06, Lemma I1.5.11]. [ ]

Bemerkung 4.9: Nach dem Hauptsatz fiir Bochner-Sobolev-Funktionen gilt die Mengen-
gleichheit WP4(I, X) = W14(I, X). Die Interpolationsungleichung fiir das Lebesgue-Integral
liefert schlieBlich auch Norméquivalenz, weshalb im Folgenden immer direkt W14(I, X) geschrie-
ben wird.

Das folgende Resultat sichert die spéter fiir den Fixpunktsatz von Schauder und damit Exis-
tenz der Galerkin-Losung notwendige Kompaktheit:

Folgerung 4.10: (Kompaktheit der Auswahlfunktion) Sei (X, ||-|/x) ein Banachraum mit
dim X < o0, I:=(0,T7),0<T <oound 1 < g < co. Dann ist die Auswahlfunktion aus Satz 4.8
kompakt.

Beweis:  Sei (x,)nen € WH(I, X) eine beschriinkte Folge. Aufgrund der Einbettung in Satz
4.8 ist auch ((z,)w(0))neny € X beschrankt. Wegen dim X < oo und 1 < ¢ < oo sind X und
L9(I, X) nach Satz 2.13 reflexiv. Der Satz von Eberlein-Smulian (cf. Satz A.6) liefert nun eine
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4 Distributionelle Zeitableitung

Teilfolge (y(n))nen € W4(I, X), sodass (%)%N C L1(I, X) schwach gegen & € L(I, X)
und ((zyn))w(0))nen € X stark gegen 29 € X konvergiert. Definiere nun

¢
x(t) == g —|—/ Z(s)ds in X firt eI
0

Mit Lemma 4.7 ist & € WH9(I1, X), also (@ym))w,zw € C°(I, X) nach Satz 4.8 und damit
[(@y))w (-) — 2w (-)||x € C°(I,R). Aufgrund der Kompaktheit von I existiert eine Folge von
Maximalstellen (t,,)nen € 1, die ohne Einschriinkung stark konvergiert (Sonst geht man aufgrund
der Kompaktheit von I erneut zu einer Teilfolge {iber), sodass gilt:

1@ ym)w — 2wl oo x) = max (@) w () = 2w ()l x = (@) w (tn) — w (En) | x-

Sei nun z* € X* beliebig. Dann ist (aj*l[ovt"])nEN C LY (I,X*) stark konvergent. Unter An-

wendung von Folgerung 3.4 und Beachtung der Darstellung der Dualitédt in Bochner-Lebesgue-
Réaumen (cf. Satz 2.14) folgt:

tn d n tn d n
<m*,/ T )(s) - i(s)ds> :/ <x*, T )(s) - s?:(s)> ds
o dt x Jo dt X
d n n o0
= <x*1[o,tn]7 x;t( ) —ii?> =0.
La(I,X)

Die Integraldarstellung in Satz 4.8 zusammen mit der Konvergenz der Anfangswerte liefert dann:

tn dw n ~ n o0 .
(@)W (tn) — 2w (tn) = (Tyn))w (0) — 20 +/ (Z( )(s) —&(s)ds "=°0in X
0

Wegen dim X < oo impliziert dies sofort starke Konvergenz. Schliellich gilt:
”(xw(n))W - ‘BWHCO(Y,X) = ||($1/;(7L))W(tn) —xw (tn)] x "0,
Also besitzt jede beschrinkte Folge ()neny € WH4(I,X) eine Teilfolge (2y(n))nen, sodass

(@ (n))w)nen € COI, X) stark konvergiert, was die Kompaktheit der Auswahlfunktion impli-
ziert, da diese nach Satz 4.8 bereits stetig ist. |

Bemerkung 4.11: Sei wieder dim X < cound 1 < ¢ < oo beliebig. Folgerung 4.10 liefert zu je-
der beschréinkten Folge (€y,)nen € WH4(I, X) eine stark konvergente Teilfolge ((€y())w )nen C
C%I,X). Da (@y(n))w € ®yp(n) und C°(1, X) < LI(I, X) fiir alle 1 < ¢ < oo (cf. Satz 2.13 (ii)),
konvergiert auch (2 n))neny € L(I, X) stark. Also ist die Identitdtsabbildung

Idyrar,x) : WHI(I, X) — LY, X) mit Idya xy@ = @ in LI, X) fiir alle 2 € WH(1, X)

ein kompakter Operator. Da Idy1.4(7 x) offensichtlich linear ist, liefert Lemma 2.3, dass dieser
auch stark stetig ist.
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5 Evolutionstripel

Definition 5.1: (Evolutionstripel) Sei (V,| - ||y) ein Banachraum und (H, (-,-)y) ein Hil-
bertraum und j : V' — H eine Einbettung, sodass R(j) dicht in H liegt. Dann heifit die Struktur
(V, H, j) Evolutionstripel.

Lemma 5.2: (kanonische Einbettung) Sei (V, H, j) ein Evolutionstripel, R : H — H* der
Riesz-Isomorphismus auf H. Dann ist die Einschrénkung von R beziiglich j gem&fi Lemma 2.9
e:=R; : V — V* eine Einbettung und es gilt:

(ev,w)y = (ju, jw) gy fur alle v,w € V.
Bezeichne im Folgenden e als die kanonische Einbettung von (V, H, j).

YL

Beweis:  Aufgrund der Injektivitiat von R und R(j) = H, ist R; gem&fl Lemma 2.9 (ii)
injektiv. Da R als linearer, stetiger Operator beschrankt ist, ist laut Lemma 2.9 (i) auch R,
beschrankt. Da R; offensichtlich linear ist, impliziert dies bereits, dass R; stetig ist, also eine
Einbettung. Insbesondere gilt mit Lemma 2.9 fiir alle v,w € V:

<€’U,’LU>V = <ij7w>V = <R]’U,j’LU>H = (]’U,]U))H ]

Bemerkung 5.3: Es sei darauf hingewiesen, dass e fiir reflexives V eine dichte Einbettung
definiert. Als Einbettung ist fiir e insbesondere die distributionelle Zeitableitung beziiglich e im
Sinne von Definition 4.1 % wohldefiniert. Im Falle eines Evolutionstripels (V, H, j), I := (0,T),
0<T < oound 1< p < oo setze man daher geméf Definition 2.12 und Definition 4.3

X := LP(I, V) und W := WPP (I,V,V*).

AuBerdem bezeichnen j : X — LP(I,H) und e : X — LP(I,V*) die durch j beziehungsweise
e induzierten Operatoren. Eine alternative Charakterisierung der distributionellen Zeitableitung
beziiglich e, die ihren Ursprung in der schwachen Formulierung instationdrer Probleme findet,
stellt das folgende Lemma dar:

Lemma 5.4: (Verallgemeinerte Zeitableitung) Ist (V, H,j) ein Evolutionstripel, I :=
(0,7),0 < T < o0 und 1 < p < co. Dann gilt fiir v € X, dass v € W genau dann, wenn
ein © € X" existiert, sodass fiir eine dichte Teilmenge M C V und alle w € M, ¢ € C§°(I) gilt:

- / (o) (5), jw) rot(s)ds = / (B(s), why o(s)ds (5.4.1)

I I

Dann gilt insbesondere: d{‘i:’ = in X",

Beweis:  Bezeichne Jy : V — V** die kanonische Isometrie. Dann ist (-, w)y = (Jyw, )y~ €
V** fiir beliebiges w € V. Mit Folgerung 3.4 und Lemma 5.2 gilt dann

I 1

and [ (e wpvetsias = ([ @(s)w(s)ds,w>v

I

[ oy dwmersyis = [ ev)swhversiis = (e ([ oorsas) ’“’>V
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5 Evolutionstripel

Mit der Dichtheit von M in V gilt

e (—/v(s)ap/(s)ds) = /i;(s)cp(s)ds in V* fir alle ¢ € C3° (1),

I I

also v € W mit %2 = % in X* (cf. Definition 4.1) genau dann, wenn (5.4.1) erfiillt ist. |
Bemerkung 5.5: Es sei darauf hingewiesen, dass die Identitét (5.4.1) der Definition der ver-
allgemeinerten Zeitableitung d;v entspricht, wie beispielsweise in [SND16, Definition 4.22]. Da
in dieser Arbeit allerdings verallgemeinerte Zeitableitungen zu verschiedenen Evolutionstripeln
betrachtet werden, die jeweils dquivalent zur distributionellen Zeitableitung beziiglich der jewei-
ligen kanonischen Einbettung sind, wird immer auf Letztere Bezug genommen. Auflerdem ist zu
bemerken, dass sich (5.4.1) wegen

((G9)(s), jw)mepl(s) = (y(s), jw)ae!(s) = (w, 7y (s)) ae/(s) = (pl(s)e(w), y(s))v

fiir fast alle s € I, e(w)pr € C°(I,V*) — X* und der Darstellung der Dualitéit in Bochner-
Lebesgue-Raumen (cf. Satz 2.14) auch durch

—(e(w)pt,v)x = (D, wp)x fir alle w € M und ¢ € C5°(I)

ausdriicken lasst. Der Hauptsatz fiir verallgemeinerte Sobolevfunktionen (cf. Satz 4.8) liefert
wieder die Existenz der Auswahlfunktion

1,p * 0/7T * . ’ ¢ dv
(v—=ow) : WP (I,V*) = C°(1,V*) mit vw (t) = ow(t') + E(s)ds
t/

sodass fiir ein v € W mit Bemerkung 4.4 Punktauswertung in V* im Sinne des stetigen Repra-
sentanten (ev)y € C°(I,V*) wohldefiniert ist. Diese lidsst sich aufgrund der Evolutionstripel-
Struktur verbessern. Dafiir muss allerdings der Preis gezahlt werden, dass die handliche Integ-
raldarstellung verloren geht:

Satz 5.6: (Verallgemeinerte partielle Integrationsformel und verbesserte Auswahl-
funktion) Sei (V, H,j) ein Evolutionstripel, I := (0,7), 0 < T < oo und 1 < p < oo. Dann
existiert genau eine Auswahlfunktion

jw : W = C%I, H) mit jyv € jo fiir alle v € W.
Diese ist eine Einbettung und es gilt die verallgemeinerte partielle Integrationsformel:

dew

dev . . 5=
(22 1) = (Gwe)(s) Gw) Dl = (2 o110
X X
fiir alle ¢,# € I mit ¢/ <t und v,w € W.
Beweis: Siehe [SND16, Kapitel 5, Theorem 5.15]. |

Bemerkung 5.7: Fir v = w € W ergibt sich mit Satz 5.6 der Spezialfall:

de 1 s=t _
U ol ) = 5 1Gwo) ()% fiir alle ¢/, ¢ € T mit ¢/ < t.
dt e 12

s=t’
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

SchlieBlich ist man in der Lage, nichtlineare Evolutionsgleichungen zu definieren:

Definition 6.1: (Evolutionsgleichung) Sei (V, H,j) ein Evolutionstripel, I := (0,7), 0 <
T <oo,1 <p<oo,y, € H fe X und A: X — X" ein Operator. Dann heifit eine
Anfangswertaufgabe der Form

dey
dt

(Gwy)(0) =y, in H.

+Ay = fin X",
(1)

Evolutionsgleichung. Man bezeichnet sie als nichtlineare Evolutionsgleichung, falls A :
X — X* ein nichtlinearer Operator ist.

Bemerkung 6.2: (Wohldefiniertheit) Eine Losung von (1) muss in W liegen, um die ers-
te Gleichung zu erfiillen. Dann ist wiederum die Punktauswertung gemafl der Auswahlfunktion
jw : W — C°%(I, H) wohldefiniert (cf. Satz 5.6).

Fiir Probleme des beschriebenen Modells méchten wir nun einen Existenzsatz formulieren und
mit einem Galerkin-Ansatz beweisen. Zunéchst soll die grundlegende Idee und das allgemeine
Schema des verwendeten Galerkin-Ansatzes vorgestellt werden:

Allgemeiner Galerkin-Ansatz

Bemerkung 6.3: Im Allgemeinen weist der Bildbereich V' nur wenig Struktur auf. Das soll
heiflen man fordert lediglich, dass V' separabel und reflexiv ist. Die iiblichen Existenzsétze fir
Differentialgleichungen sind dann aufgrund fehlender Kompaktheit im Bildbereich nicht anwend-
bar.

Die allgemeine Idee des Galerkin-Ansatzes besteht nun darin, eine Klasse von Unterrdumen U
von V zu betrachten, die V' in einem gewissen Sinn approximieren und Eigenschaften aufweisen,
die gerade so gewéhlt sind, sodass Existenzaussagen moglich sind, wenn man in (1) V' durch
U € U ersetzt. Auf diese Weise erhdlt man eine Familie von Losungen (y;/)ve u, die im Idealfall
gleichméfig beschrénkt ist. Bei Reflexivitét der zugrunde liegenden Raume fithrt dies zu relativer
schwacher Kompaktheit der Losungsfamilie, also zu schwach konvergenten Teilfolgen, welche die
urspriinglich gesuchte Losung von (1) approximieren sollen.

Im Folgenden wird geklirt, wie die angedeutete Approximation im Detail aussehen soll und
welche Forderungen an die Unterrdume U € U zu stellen sind, sodass man letztendlich wieder
eine wohldefinierte Anfangswertaufgabe im Sinne von Definition 6.1 erhélt:

(i) Galerkin-Basis: Sei U ein System von Unterrdumen U C V| sodass (U,| - ||v) ein
Banachraum definiert und
———IlIv
Uv =v

Uelu

erfiillt. Bezeichne im Folgenden U als Galerkin-Basis.
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

(ii) Einschridnkung der Evolutionstripel-Struktur: Da j (U)H'”H ein abgeschlossener li-

nearer Unterraum ist, definiert (j(U) H'HH, (+,-) ) einen Hilbertraum und U bettet beziiglich
dip 2 U = @) dicht in 50) 1" ein. Also definiert (U, 7(T) " ji,,) gemi Definition
5.1 ein Evolutionstripel und die zugehorige kanonische Einbettung ey : U — U™ erfiillt
geméfl Lemma 5.2

(eyu, )y = (Ju, ju)y fir alle u, @ € U,
— = ~

da auch j(U) mit (-,-) g ausgestattet ist. Insbesondere ist dann (epyu, @)y = {eu, @)y
fir alle u,@ € U (cf. Lemma 5.2).

(iii) Einschrinkung der Riume: Da ey : U — U* eine Einbettung definiert, ist die

dey wohldefiniert

distributionelle Zeitableitung beziiglich ey im Sinne von Definition 4.1 —

und damit insbesondere die Raume

Xy = LP(1,U) und Wy := WAP?' (1,U,U).

geméaf Definition 2.12 und Definition 4.3, ausgestattet mit ihren kanonischen Normen. Da
U mit der ||-||v-Norm versehen ist, ist auch Xy mit der ||-||x-Norm ausgestattet und damit

Idx, : Xy — X eine Isometrie, also insbesondere eine Einbettung. Die Evolutionstripel-

Struktur (U, j(U )HAHH, Jjo ) liefert zusammen mit Satz 5.6 eine eindeutige Auswahlfunktion

jwe Wy = COT, 51 € €T, H) mit jy, v € jo.

Insbesondere gilt die verallgemeinerte partielle Integrationsformel:

de v . . . ~ 5=t de v
R I (A [N IO A e Ra T
Xu Xu

fir alle t/,¢t € I mit ¢ < ¢t und v,? € Wy.

(iv) Einschrinkung der Operatoren und rechten Seite: Da Idx, : Xy — X eine Ein-
bettung ist, sind Ay := Ay, : Xp — Xp; (cf. Lemma 2.9) und fr; := (Idx, )" f € Xy
wohldefiniert und erfiillen

(Apu,u)x, = (Au, #)x und (fy, @)x, = (f, @)x fir alle u, o € Xy .

(v) Galerkin-System: SchlieBlich ergibt sich fiir y§ € j(U )”'HH die Wohldefiniertheit der
Anfangswertaufgabe: Suche y;; € Wy, sodass

d
ezélifty[]‘FAUyU:fU in X7,
-l

und (jw, ¥u)(0) = yg in j(U)

Geméf Definition 6.1 entspricht diese einer Evolutionsgleichung. Man bezeichne dieses
System von Evolutionsgleichungen als Galerkin-System beziiglich (y5,U)ye -

Als erstes soll dieses Schema auf eine nichtlineare Evolutionsgleichung mit separablem Bildbereich
angewendet werden, da dort leicht eine geeignete Galerkin-Basis konstruiert werden kann:
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Existenzsatz mit separablem V/

Satz 6.4: Sei (V, H,j) ein Evolutionstripel, V separabel und reflexiv, I := (0,7), 0 < T < oo,
l<p<oop = pfl, X :=LP(I,V) und W := WLPP ([ V,V*). Des Weiteren gelte:

1. Ay : X — X* ist monoton.

2. B: X — X" ist beschrinkt.

3. A:=Ay)+B:X — X" ist koerziv und geniigt der Bedingung (M).

Dann existiert zu beliebigen y, € H und f € X* eine Losung y € W von (1).

Beweis:  Es reicht die Behauptung fiir f = 0 in X* zu zeigen. Sonst betrachtet man einfach
A:=A-f:X— X" und A ist wegen

(Av,0)x > (Av,0)x — | fllx-[lv]x-

wieder koerziv und gentigt weiterhin der Bedingung (M), da diese invariant unter stark stetigen
Storungen ist (cf. Lemma 2.8 (ii)) und konstante Operatoren trivialerweise stark stetig sind.
AuBerdem bleibt B — f : X — X* beschrinkt.

1. Galerkin-Ansatz: Der Beweis wird mit dem Galerkin-Ansatz gemifi Bemerkung 6.3 ge-
fithrt. Als Galerkin-Basis soll eine Folge (V},)nen mit

——llv
Vi C Va1 €V, dimV, <ocound |V, =V
neN

dienen. Diese gilt es allerdings erst geeignet zu konstruieren.

1.1. Konstruktion der Galerkin-Basis: Fiir dim V < oo setze man V,, = V und a,, = j " ly,.

Y AL

Sonst gilt: Da V separabel ist und R(j) = H, existiert eine abzéhlbare Menge M C V', sodass

v e vanR L

(M) =V und (j(M)) =H.

Das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren (cf. Lemma A.3) angewendet auf j(M) liefert
nun {h; };en € H, die ein vollstdndiges Orthonormalsystem in H bilden und (h; | i € N) = (j(M))
erfiillen. Da j : (M) — (j(M)) linear und bijektiv ist, existiert 571 : (j(M)) — (M) und ist
wieder linear. Fiir v; := j~th; (i € N) gilt dann aufgrund der Linearitit von j~!, dass

(vi [ i€ N) =37 ((hi | i € N)) =571 (((M))) = (M).

Fir V,, := (vy,...,vp,) gilt dann offensichtlich (M) = |J
schaften der gewiinschten Galerkin-Basis.

nen Va- Also erfiillt (V;,)nen die Eigen-

Jedes V,, versehen mit || - ||y, definiert einen Banachraum. Um das Galerkin-System bezliglich

(Yo, Vo )nen geméf Bemerkung 6.3 (v) betrachten zu kénnen, miisste y, € j(Vn)H.HH = j(V,,) sein,

also mindestens y, € R(j). Wir wollen die Aussage jedoch fiir beliebiges y, € H beweisen. Da
R(j) dicht in H ist, liegt es nahe, den Anfangswert durch eine Folge aus R(j) zu approximieren:
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

1.2 Approximation des Anfangswerts: Da {h;};cn ein vollstindiges Orthonormalsystem in
H definiert, betrachte man gemif Lemma A 4 fir H, := j(V,,) = (h; | i = 1,...,n) den n-ten
Projektionsoperator P, : H — H, mit

Po(h):=Y _ (hi,h)gh; fir h € H.
i=1
Dann gilt fiir a, := Y i, (hi,Yo) Hvi € V,,, dass ja, = P,(y,) als verallgemeinerte Fourier-Reihe

stark gegen y, in H konvergiert und die Ungleichung ||jan ||z = | Pn(yo)lla < |lyollz fir alle n €
N erfiillt (cf. Lemma A.4).

1.3 Galerkin-System: GeméiB Bemerkung 6.3 (v) ergibt sich die Wohldefiniertheit des Galerkin-
Systems beziiglich (jan, Vi, )nen. Dann soll y,, € Wy, n-te Galerkinlosung heiflen, falls gilt:

devn yn
dt
(Uwy, ¥)(0) = jan in j(Va),

+Ay,y, =0in Xj, @)

Dabei bezeichnet ey, : V,, — V,* die kanonische Einbettung zum Evolutionstripel (V,,, '(Vn)”'”H7j|Vn)

(cf. Bemerkung 6.3 (ii)) und Ay, die Einschrankung von A beziiglich Idx,, (cf. Bemerkung 6.3

de . . . . .
(iv)). Die Raume Xy, , Wy, , die Ableitung —= und die Auswahlfunktion jyy,, sind auch wie
in Bemerkung 6.3 (iii) zu verstehen.

2. Existenz der Galerkinlosungen: Ziel ist es nun (2) dquivalent durch ein Fixpunktpro-
blem darzustellen. Dabei geht man im Wesentlichen analog zum Beweis des Satzes von Peano
(cf. [RUz04, Satz 2.55]) vor und verwendet den auch fiir Bochner-Sobolev-Funktionen geltenden
Hauptsatz (cf. Satz 4.8), um (2) durch Integration in die iibliche dquivalente Integraldarstellung
zu liberfithren. Diese definiert wiederum einen Operator, auf den eine Version des Fixpunktsatzes
von Schauder angewendet werden soll. Dabei tritt ein entscheidendes Problem auf:

Durch Integration von (2) erhélt man eine Identitdt mit Werten in V;*. Die gesuchte Galerkin-
Losung soll aber Werte in V,, annehmen und ist daher als Fixpunkt nicht wohldefiniert. Die
Losung wird sein, dass die kanonische Einbettung eines endlichdimensionalen Evolutionstripels
einen Isomorphismus definiert und unter Zuhilfenahme von Lemma 4.6 die Anfangswertaufgabe
(2) dquivalent in eine Operatordifferentialgleichung mit Werten in V;, tiberfithrt werden kann.

2.1 Aquivalente Operatordifferentialgleichung: Wegen dim V,, < oo sind V,, und V* iso-
morph. Die Injektivitdt der kanonischen Einbettung ey, : V,, = V¥ geméfl Lemma 5.2 liefert dann
auch Surjektivitat, sodass e‘_,j : V¥ — V, existiert und linear ist. Da lineare Operatoren im End-
lichdimensionalen immer stetig sind, besitzt schlieflich ey, eine stetige Inverse und ist daher ein
Isomorphismus. Folgerung 3.4 sichert nun, dass der induzierte Operator e,, : Lp/(I Vi) — X*Vn
wohldefiniert und ein Isomorphismus ist. Lemma 4.6 liefert dariiber hinaus, dass

’ ’ d n d ’
en : WH(1,V,) — WHP' (I, V) mit Zt” —e, (d;f) in LV (I, V).
immer noch wohldefiniert und ein Isomorphismus ist. Dabei ist die Ableitung % jeweils beziiglich
Idy» beziehungsweise Idy, zu verstehen (cf. Definition 4.1). Da fiir eine Losung y,, € Wy, von

(2) gilt, dass e,y,, € WP (I, V) mit devd"ty” = en¥u iy [P (1, V) (cf. Bemerkung 4.4), ist
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

bereits y,, = e, e,y,, € W (I,V,). GemiB Satz 4.8 existiert eine eindeutige Auswahlfunktion
(v vy ) : W (I, V,,) — C°(T,V,,) mit vy € v,

die nun Punktauswertung im Sinne des stetigen Représentanten fiir die Losung y,, € Wy, von
(2) rechtfertigt. Wegen der Invertierbarkeit von e, : L? (1,V,) — Xy, und

de v, yn den yn dyn . *
N = =Cn |\ —7 X )
dt dt AN

ist y,, € Wy, genau dann Losung von (2), wenn y,, € W' (I, V,,) mit

Ay,
dt
und (y,,)w(0) = a, in V,.

= _e’I’_LlAVnyTl in Lpl(l7 Vn) (3)

2.2 Aquivalente Integraldarstellung und Fixpunktoperator: Lemma 4.7 sichert nun die
Wohldefiniertheit von T,, : Xy, — WP (I,V;,) mit

¢
(T, v)(t) == a, — (Ve Ay, v)(t) = a, — / (e, Ay, v)(s)ds in V, fiir alle t € T
0

und zusammen mit dem Hauptsatz fiir Bochner-Sobolev-Funktionen (cf. Satz 4.8) analog zur
Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen die Aquivalenz von (3) und der Existenz eines Fix-
punktes von T, : Xy, = Xy, .

2.3 Existenz eines Fixpunkts von T,: Wie bereits angedeutet, wird die Existenz eines
Fixpunktes mit einer Version des Fixpunktsatzes von Schauder bewiesen:

Satz: (Schauder) Sei (X,| -||x) ein Banachraum und T : M C X — M stetig, wobei
0 # M C X konver und kompakt ist. Dann existiert ein v € M, sodass

Tex=xin X.
Beweis:  Siche [Riz04, Kapitel 1, Satz 2.46]. [ ]

Ziel ist es nun die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Schauder nachzuweisen:

(i) Stetigkeit von T,: Da Idx, : Xy, — X eine Einbettung definiert, ist Ay, : Xy, —
Xy, nach Lemma 2.9 (v) demistetig. Lemma 4.7 liefert, dass der Volterra-Operator V :
LY (I,V,) — W' (I,V,) linear und stetig ist. Da e : Xy — LP (I, V,) ebenfalls linear
und stetig ist (cf. Folgerung 3.4), bleibt auch Ve,! : Xj, — W' (I,V,) linear und
stetig, also schwach stetig. Lemma 2.2 (i) liefert jetzt, dass T,, = a,, — Ve, Ay, : Xy, —
wtr' (I,V,,) demistetig ist. Mit dimV,, < 0o, 1 < p’ < oo und Folgerung 4.10, Satz 2.13
(ii) und Lemma 2.3 ist

Wy (1, : W (1, Va) = Xy,

ein stark stetiger Operator. Mit Lemma 2.2 (ii) ist schlielich T, = Idy e (1 v,)Th -
Xy, = Xy, stetig.
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

(ii)

(iii)

Selbstabbildungseigenschaft von T,,: Da T, nur stetig ist, also nicht einmal notwendi-
gerweise beschrankt, erfiillt T, die geforderte Selbstabbildungseigenschaft im Allgemeinen
nicht.

Die Idee ist nun den Operator T, zu einem Operator 'i‘n zu stauchen, der die Selbst-
abbildungseigenschaft erfiillt und dessen Fixpunktmenge mit der von T,, identisch ist.
Dann reicht es fir (2) die Existenz eines Fixpunkts von T,, zu zeigen.

Aquivalentes Fixpunktproblem mit gestauchtem Operator 'f‘n: Um die Gestalt
des Operators T, bestimmen zu konnen, bendtigt man A-priori-Abschitzungen fiir die
Fixpunktprobleme von T,, und T,,. Da man den Stauchungsfaktor a priori nicht angeben
kann, betrachtet man einfach 7T, fir 0 < 7 < 1 und bestimmt A-priori-Abschétzungen fiir
diese Homotopie. Erhdlt man dann von 0 < 7 < 1 unabhéngige A-priori-Abschitzungen,
dann gelten diese auch fiir T, und T, da man annehmen kann, dass der Stauchungsfaktor
auch in (0, 1] liegen wird. Sonst ist T,, keine Stauchung, sondern eine Streckung von T,
und wiirde die Selbstabbildungseigenschaft wieder nicht erfiillen.

(a) A-priori-Abschitzungen der Homotopie: Sei nun 0 < 7 < 1 beliebig. Ange-
nommen es existiere ein y,, € Xy, , sodass y,, = 7T,y,, in Xy, , das heifit

devn Yn

o +7Ay,y, =0in X*Vn

(jWVn yn)(o) = Tjan in ](Vn)

Testen mit y,, € Wy, liefert dann unter Verwendung der Identitit (Ay, v, ¥)x, =
(Av,v)x fir alle v, € Xy, (cf. Bemerkung 6.3 (iv)) und der in Wy, geltenden
verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Bemerkung 6.3 (iii)), dass

ey, Y
(A ) = AU, = - (S5,
Xvy,

1, . 9 72 9
= — 5 IGwy, 9 (DI + 5 lanl

Mit [[jan|ls < |lyoll fir alle n € N (cf. (1.2)) gilt:

1. . 72
SNGwy, v D+ 7(Ay, ya)x < 5 llyollf (0)
Da A : X — X* koerziv ist, also I )| x - 00 % = 00, existiert ein R > 0,
sodass fiir v € X gilt:
A
lvx > R = (Avo)x

lollx

Sonst miisste es eine Folge (v, )nen C X geben, die ||v,||x "= oo und W <1
erfiillt, im Widerspruch zur Koerzivitét.

Definiere nun M := max {R, 1|ly,||3; }. Angenommen ||y, |[x > M > R. Dann gilt
mit der obigen Uberlegung, dass (Ay,,,¥,)x > ||¥,|lx. Setzt man dies in (OJ) ein,

so erhéalt man

1, .. 72
S MGwo, w) DI + lyalx < 5wl < 721,
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

(b)

(c)

das heiBt |ly,llx < 7M < M, da 0 < 7 < 1, im Widerspruch zur Annahme. Also
muss ||y,,/|x < M sein. Insbesondere folgt aus (O0), dass

(Ay,,¥.)x < s llyollir < M.

—~ N3

Lemma 2.6 liefert nun fir A=1 und S =
abhédngiges M’ > 0, sodass

Y, )nen € X ein nur von M > 0 und A

Ay, [lx- <M.

Mit <Ayn>yn>x 2 _HAyn”X*

Y,llx > —M'M folgt dann aus (O), dass

1Gwe, ¥ (DI < 20M (7 + M) < 2M (1 + M),

Konstruktion des gestauchten Operators ’i‘n: Die Demistetigkeit von Ay, , die
Identitdt (Avy, v,v)x,, = (Av,v)x fiirallev € Xy, (cf. Bemerkung 6.3 (iv)) und die
Einbettung Idx,, : Xy, — X (cf. Bemerkung 6.3 (iii)) sichern, dass die Operatoren

(v |[(Av,v)x]), (v = |lv|x) : Xy, = R

stetig sind. Mit Lemma A.2 folgt dann die Stetigkeit der Stauchungsoperatoren
g,h: Xy, — R mit

2M MM’
llwllx [(Av,v)x|?

1, fall <2M 1, falls [(Aw, < MM’
/(o) :_{ alls [o]|x < and hv) { alls |(Av,v)x| <

, sonst sonst.

SchlieBlich ist der gestauchte Operator ’i‘n =g((h-Ty,)h-T, : Xy, — Xy, als
Produkt und Verkniipfung stetiger Funktionen wieder stetig.

Aquivalenz der Fixpunktprobleme: Wegen 0 < g(h-T,)h < 1 gelten fiir
T =g(My,)Try,)h(y,) in (2.3) (iii) (a) die A-priori-Abschétzungen der Homotopie,
das heifit sowohl fiir Fixpunkte y,, € Xy, von T, als auch von T,, erhilt man:

lynllx < M und [|Ay,[|x- < M,

Dies impliziert [{Ay,,, ¥,,)x| < MM’ und liefert daher h(y,,) =1 (cf. (2.3) (iii) (b)).
Ist nun y,, € Xy, ein Fixpunkt von T,,, dann gilt mit h(y,) =1, [y, |lx < M <2M
und der Definition von g:

g("(Y,)Try,) = 9(Tny,) = 9(y,) = 1.

Das ergibt schlieBlich Ty, = g(h(y,,) Ty, )h(y,)Tay, = Toy, =y, in Xy, .

Ist dagegen y,, € Xy, ein Fixpunkt von T,,, dann muss auch schon g(h(y,,)Try,,) =
1 gelten. Denn sonst miisste ||h(y,,)Try,,|lx > 2M sein, was mit h(y,) =1

2M

M 2 lyllx = llg (Tuyn) Tutinllx =
n n

ITny,llx =2M > M,

ergibe, ein Widerspruch. Also gilt T,y,, = ’i‘nyn =y, in Xy, .
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

(d) Existenz eines Fixpunkts fiir T,: Fiir beliebiges v € Xy, gilt:

= |7 (v ) n?llx  falls |h(v)Thollx < 2M
> I Tavllx =92y falls ||h(v)T o [ =2
(o) T'L”Hx [h(v)Tholx , falls [|A(v)Tyolx >
dT,, d
i - Hd(g(h(”)Tn'”) hv)Ve, Ay, v)
ol t L (L)
d
= Hg (h(v)Tpv) h(v)—(Ve, Ay, v)
dt L (L)
< |lh(v)e, " Av, ol L 1 v,
= Hh(v)e’r_Ll(IdXVn)*A(IdXVn)vHLp’(LVn)

< |||e:Ll|||L(x;/n,Lp’(1,Vn))||(Idxvn)*h(v)A'UHX;n
< |||e’r_Ll|||£(X;n,LPl(17Vn,))H|(Idxvn)*|HL(X*7X"¢/ )||h(U)AU||X*

< |||er_Ll|||£(x;;n,Lp’(1,vn))||h(U)AU||X*~

Dabei wurde fiir die Ableitung im zweiten Gleichheitszeichen verwendet, dass fiir fes-
tes v € Xy, durch g (h(v)T,v) h(v) eine reelle Konstante gegeben ist. In der ersten
Abschitzung wurde ausgenutzt, dass |g(h - Ty)| < 1 und dV” =wvin L (I,V;,) (cf.

Lemma 4.7). Die folgende Identitat und Abschitzung ergeben sich mit der Definition

von Ay, (cf. Bemerkung 6.3 (iv)) und Hl(IdXvn)*mL(x*,x; )= IMdx.,, |||£(Xvn x) <L

Fiir alle v € Xy, gilt h(v){(Av,v)x < MM’'. Lemma 2.6 liefert nun fiir S = BXV"

ein K > 0, sodass

|h(v)Av|x- < K fiir alle v € BzM .

Das heifit fiir alle v € BMZ” ist H dT””

nun

—1 .
. < |les |||£(X;n,LP’(1,Vn))K‘ Definiere

dv

B, = {v e WY'(I,V,)) N B o

< |||‘3771|Hz:(x:, ,LP’(I,Vn))K}
Lr' (I,Vy,) "

lI-llx

und Ko, := Idy 07y, (Bn)

Dann ist ’I‘n : K, € Xy, = K,, wohldefiniert und stetig. Nach Bemerkung 4.9 ist
B,, nichtleer, beschriinkt und konvex in W' (I,V;,). Da

Ty gy, WL V,) = Xy,

kompakt ist (cf. Folgerung 4.10 und Satz 2.13 (ii)), ist Idy1. (v, )(By) nichtleer,
konvex und relativ kompakt, also K,, nichtleer, konvex und kompakt in Xy; , denn
der Abschluss konvexer Mengen ist wieder konvex. Der Fixpunktsatz von Schauder
liefert nun den gesuchten Fixpunkt von T,. Nach (2.3) (iii) (c) ist dieser auch ein
Fixpunkt von T, und mit (2.2) und (2.1) auch Losung von (3) und (2).
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

3. Grenziibergang: Nachdem die Existenz der Galerkin-Losungen gezeigt ist, gilt es mit Hilfe
dieser, die gesuchte Losung von (1) zu konstruieren:

3.1 Konvergenz der Galerkinlosungen: Nach (2.3) (iii) (a) fiir 7 = 1 gilt
lynlx < M, [|Ay,lx- < M und [[Gw,, ¥.)(D)lF < 2M(1+ M),

wobei M, M’ > 0 nur von A und y, abhingen, also unabhéngig von n € N sind. Das heifit die
Folgen (y,,)nen € X, (Ay,)nen € X" und ((jw,, ¥,)(T))nen € H sind beschrinkt. Da X fiir
1 < p < oo und reflexives V selbst reflexiv ist (cf. Satz 2.13 (iv)), ist auch X* reflexiv. H ist
als Hilbertraum ebenfalls reflexiv, sodass man nun mit dem Satz von Eberlein-Smulian (cf. Satz
A.6) eine Teilfolge, die wieder mit (y,,)nen bezeichnet werden soll, und Elemente y € X, y, € H
und € € X* erhilt, sodass

y, "= yin X,
Ay, "= ¢ in X,

und (jw,, 4,)(7) "= yp in H.

Nun befindet man sich in der Situation einer schwach konvergenten Folge (y,,)nen und mochte,
dass auch Ay,, e Ay in X* gilt. Dies gilt fiir nichtlineare Operatoren im Allgemeinen nicht.
Die Bilder (Ay,,)nen konvergieren zwar schwach, aber der Grenzwert € kann zunéchst nicht als
Ay identifiziert werden, und damit y nicht direkt im Grenziibergang als Losung von (1). Hier
greift nun die Bedingung (M):

Die schwache Konvergenz der Bilder (Ay,)nen und Randwerte ((jw,, ¥n)(T))nen ermog-
lichen zumindest, dass ein Grenziibergang tiberhaupt ausgefithrt werden kann. Durch diesen
Grenziibergang gegen einen bis dahin nicht mit Ay identifizierten Grenzwert gelingt es aller-
dings, Informationen iiber y zu sammeln, die dazu verwendet werden kénnen, um die in der
Bedingung (M) geforderte Limsup-Abschétzung nachzuweisen (cf. Definition 2.7) und schliellich
& und Ay miteinander zu identifizieren.

3.2 Regularitit und Randwerte des schwachen Grenzwerts: Sei nun v € J, o Vi be-
liebig. Wegen V,, C V,,;1 existiert ein ng € N, sodass v € V,, fiir alle n > ng. Fir ¢ € C°(I) ist
dann ey, (v)p € CH(I, V) fiir alle n > ng mit (ey, (v)p)! = ey, (v)pr in CO(1,V,*). Mit Bemer-
kung 4.2 ist dann ey, (v)p € W' (I,V*) mit % = ey, (v)¢/ in X7, , also vp € Wy, mit

de . * o . . .
‘g;w = ey, (v)¢/ in X, nach Bemerkung 4.4 und damit eine zuldssige Testfunktion fiir (2),

welche insbesondere die verallgemeinerte partielle Integrationsformel in Wy, (cf. Bemerkung 6.3
(iif)) erfiillt. Mit dieser und Testen von (2) mit vy € Xy, erhélt man fiir alle n > ng:

dev Yp
(Av, Y, v0)x,, = —< VC’; ,w>
¢ Xv,

= {ev, (V)¢ Yn)xv,, = ((Gwy, ¥2)(1), 50) 5 (T) + (jan, jo) Hp(0).

Daraus ergibt sich unter Beachtung von (ey, v, 0)y, = (ev,?)y fur alle v,0 € V,, (cf. Bemerkung
6.3 (ii)) und (Ay, v, ¥)x,, = (Av,¥)x fiir alle v, € Xy, (cf. Bemerkung 6.3 (iv)):

(Ay,,, vo)x = (V) yn)x = (Gwy, ¥u)(T), 0) e (T) + (jan, jv) mp(0).
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

Fiir n — oo folgt unter Beachtung der in (3.1) aufgefithrten Konvergenzen und ja, npe Yo in
H, dass

(& vp)x = (e(v)eh y)x — (Yr, j0)ae(T) + (Yo, j0) a1 (0) (&)
Fiir ¢ € C§°([I) folgt daraus, dass fiir alle v € (J, ey Va
{e(v)ehy)x = (& ve)x

erfillt ist. Da | V,, dicht in V liegt, folgt mit Lemma 5.4 und Bemerkung 5.5, dass y € W

neN

mit djty = —¢ in X*. Nun kann man in (A) gemaB Satz 5.6 mit y € W partiell integrieren und
erhilt wegen djty = —¢ in X*, dass

(Gw¥)(T) = yr,50)ue(T) = ((iwy)(0) — Yo, jv) e(0) fiir alle v € | J Vi,
neN

Fiir ¢ € C°°(I) mit ¢(T) = 0 und ¢(0) = 1 ist dann (jwy)(0) = yo in H, da (U, ey Vi) dicht in
H liegt. Fiir p € C°°(I) mit ¢(0) = 0 und ¢(T) = 1 erhilt man analog, dass (jwy)(T) = y in H.

Durch den Grenziibergang gegen einen nicht identifizierten Grenzwert, gelangte man nun an
die Informationen, dass y € W mit dgty = —¢ in X" und die Randwerte (jywy)(T) = yr und
(Gwv)(0) = y, in H erfiillt sind. Diese Informationen flieflen jetzt alle im letzten Schritt ein, um

Ay und € miteinander zu identifizieren:

3.3 Identifikation von Ay und &: Betrachtet man nun die fiir Galerkin-Losungen geltende
Ungleichung (O) in (2.3) (iii) (a) fiir 7 = 1, dann gilt fiir alle n € N:

1, . 1
(AY, Yn)x < =5 llGwy, w) (DI + 5 lyolli

2
Bilden des Limes superiors auf beiden Seiten liefert dann unter Beachtung der fiir eine beschrank-
te Folge (bp)nen C R geltenden Identitdten («) limsup,,_, . [bn +¢] = ¢+ limsup,,_, . b, und
(8) limsup,,_, . —b, = —liminf, o by, (7) der schwachen Unterhalbstetigkeit von || - ||z und
(6) der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Bemerkung 5.7):

) (o) 1, . 1
limsup (Ay,,.y,)x < limsup —2<JWV,Lyn><T>||%] +5lwol%

n— oo n—o0

T B 1 M 1 1
= —liminf o || Gw,, v.) (DI + 5llwolli < =5 llyzli + 5llvoln

@2 1. L. © /dey (3.2)
= 516w (D7 + 5 1Gwy) )7 = - y) = Eyx
2 2 it 7/ «

Mit der Bedingung (M) folgt schlieSlich, dass Ay = € in X*, also

dey
dt

(Gwy)(0) =y, in H.

+ Ay =0in X*,

Damit ist der Beweis von Satz 6.4 vollstandig. |

31



Existenzsatz mit nichtseparablem V'

Ziel ist es nun, die fiir separable Bildbereiche bewiesenen Resultate auf rein reflexive zu verall-
gemeinern.

Satz 6.5: Sei (V, H,j) ein Evolutionstripel, V reflexiv, I := (0,T),0 < T < o0, 1 < p < o0,
p =L X :=LP(I,V) und W := WP (I,V,V*). Des Weiteren gelte:

= 2,
1. Ay : X — X* ist monoton.
2. B: X — X" ist beschrinkt.
3. A:=Ay+B:X — X" ist koerziv und geniigt der Bedingung (M).
Dann existiert zu beliebigen y, € H und f € X* eine Losung y € W von (1).

Beweis: Es reicht erneut den Fall £ = 0 in X* zu betrachten.

1. Galerkin-Approximation: Der Beweis wird wieder mit dem Galerkin-Ansatz gemifl Be-
merkung 6.3 gefithrt. Dieses Mal steht jedoch Satz 6.4 zur Verfiigung. Daher dient als Galerkin-
Basis keine Folge endlichdimensionaler Unterrdume, sondern ein System separabler Banachrau-
me.

1.1 Galerkin-Basis: Definiere

Uy, = {U CV (U] " |lv) separabler Banachraum, y, € j(U)”'”H} .

Da R(j) dicht in H liegt, existiert eine Folge (an)nen C V, sodass ja, nIpe Y in H. Durch
U:={a,|ne€ N>H'HV ist dann ein separabler Banachraum mit y, € j(U)H'“H gegeben. Daher
ist Uy, nichtleer. Ist nun v € V, dann ist fiir beliebiges U € Uy, offensichtlich (v, U>”'HV € Uy, .
Also ist (¢ u,, U=V

0

1.2 Galerkin-System: Da jedes U € U, verschen mit || - ||y ein Banachraum mit y, €

e

J(O) definiert, ist gemdfl Bemerkung 6.3 (v) das Galerkin-System beziiglich (y,, U)ve u,,
wohldefiniert. Dann soll y; € Wy Galerkin-Losung zu U heiflen, falls gilt:

deU yU

+Apyy =0 in XJ
” - ; Il )
TN IIH

(dwyyu)(0) = yo in j(U)
Dabei ist wieder (U, j(U)H'HH,jh]) ein Evolutionstripel mit kanonischer Einbettung ey; : U — U*
(cf. Bemerkung 6.3 (ii)) und der Operator Ay die Einschriankung von A beziiglich Idx,, (cf.
Bemerkung 6.3 (iv)). Auch die Rdume Xy, Wy, die Ableitung d;—f und die Auswahlfunktion
Jwy,, sind wie in Bemerkung 6.3 (iii) zu verstehen.
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2. Existenz der Galerkin-Losungen und A-priori-Abschatzungen: Ziel ist es Satz 6.4 an-
zuwenden: Geméaf Bemerkung 6.3 (v) stellt (4) eine Evolutionsgleichung im Sinne von Definition
6.1 dar. Jedes U € Uy, ist laut Definition separabel und ein abgeschlossener Unterraum von V/,
also reflexiv, da V' als reflexiv vorausgesetzt wurde. Es gilt daher nur noch die Eigenschaften der
eingeschréankten Operatoren zu priifen:

Da Idx,, isometrisch ist, liefert Lemma 2.9 mit der Definition der eingeschrénkten Operatoren
(cf. Bemerkung 6.3 (iv)), dass (Ag)v := (Ag)ax, : Xv — Xy monoton, By := Biay, : Xu —
X7 beschrinkt und Ay = Ajay, @ Xu — X koerziv ist und der Bedingung (M) geniigt.
Schliefllich sind alle Voraussetzungen von Satz 6.4 erfiillt und damit fiir jedes U € U, die
Existenz einer Galerkin-Losung y;; € Wy zu U gesichert.

Testet man nun (4) mit y; € Wy, dann erhdlt man Wort fiir Wort wie in Satz 6.4 (2.3) (iii)
(a) nur von A und y, abhingende Konstanten M, M’ > 0, sodass

. 1
lyullx < M, [[Ayyllx- < M und [|Gw, yo)(T)l|a < (2M 1+ M'))> = M".

3. Grenziibergang: Der Grenziibergang orientiert sich an dem Vorgehen in [Riiz04, Kapitel
3, Satz 3.43], das vor allem auf folgendem topologischen Argument beruht:

Lemma: (Endliches Durchschnittsprinzip) FEine Menge K ist genau dann kompakt, wenn
jedes zentrierte System von in K abgeschlossenen Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzt.
Dabei heifit ein System K zentriert, falls fiir beliebige M; € KC, wobei i =1,...,n, n € N gilt:

i=1
Beweis:  Siehe [Ruz04, Anhang: Lemma 1.3]. |

3.1 Konstruktion des schwachen Grenzwerts: Definiere K := X x X* x H und
Ly :={(yz,Ayz, (Gw,y2)(D1)" € K |y, Galerkin-Lésung zu Z 2 U}.

Satz 6.4 sichert, dass Ly fiir alle U € U,, nichtleer ist. Nach Konstruktion ist Ly C Ly fiir

W C U. Dann ist aber auch () # LWMV C Ly N Ly fiir beliebige U, W € U, , da wieder
=l v '

(U, W) € Uy, und Lz # () fir alle Z € U, . Induktiv erhélt man, dass fiir beliebige U; € Uy,
wobei ¢ = 1,...,n und n € N, gilt:

n
ﬂ Ly, # 0.
i=1
Damit ist insbesondere (ET(K’K ))Ue Uy, €in zentriertes System schwach abgeschlossener Men-
gen. Die A-priori-Abschétzungen liefern, dass

Ly € B < B, x B, fiv alle U € Uy,

Da K als Produktraum reflexiver Rdume selbst wieder reflexiv ist, ist das zentrierte System

—7(K,K*
(Ly (X, ))Ue u,, in einer schwach kompakten Teilmenge von K enthalten.
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

Schliellich liefert das endliche Durchschnittsprinzip, dass

—7(K,K*
ﬂ Ly ( ) # 0.
UE Uy,

— (K, K"
Das heifit, es existiert ein (y, &, y,)7 € Nue Uy, LUT( ' ).

3.2 Regularitat und Anfangswerte: Fiir U € U, belicbig, ist (y,&,y,)” € ET(K’K*). Da

die Losungsmengen Ly beschrankte Teilmengen von K sind, liefert Lemma A.7 die Existenz von
Folgen (Up)nen € Uy, mit U C U, und (4, Ay, (wy, Yn) (1))  )nen C Ly, sodass gilt:

(yna Aynv (jWUn yn)(T))T e (yv £’ yT)T in K7 (5)

dey, Y
—n =R LA =0in X7

dr + Ay, Y, n Ag, N (6)
und (w, ¥,)(0) =y, in j(U,) .
Ohne Beweis sei darauf hingewiesen, dass (5) schwache Konvergenz der Komponentenfolgen im-
pliziert.

Firu € U C U, und ¢ € C®(I) ist analog zu Satz 6.4 (3.2) up € Wy, fiir alle n € N,
also eine zulissige Testfunktion fir (6) und erfillt die verallgemeinerte partielle Integrationsfor-
mel in Wy, (cf. Bemerkung 6.3 (iii)). Testet man nun (6) mit up € Wy, , dann erhélt man
Wort fiir Wort wie in Satz 6.4 (3.2) die Identitat:

(& up)x = (e(u)el, y)x — (Yr, ju) me(T) + (Yo, ju) 1 (0)

fiir alle u € U, ¢ € C*°(I). Wiederholt man die letzten Schritte fiir alle U € U, , so erhélt man
die Giiltigkeit fiir alle v € (Jy¢ Uy, U = V. Mit derselben Argumentation wie in Satz 6.4 folgt

dann wieder, dass y € W mit d(;ty =—¢in X", (jwy)(T) =y und (jwy)(0) =y, in H.

3.3 Identifikation von £ und Ay: Auch der letzte Schritt folgt im Wesentlichen analog zu
Satz 6.4. Dabei reicht es nach der vorherigen Informationssammlung zum Grenzwert y € W
eine Folge ((y,,, AY,, (w,, Y,) (1) )nen € Ly zu einem beliebigen U € Uy, zu betrachten,
die schwach gegen (y,&,y7r)? € K konvergiert. Die Existenz solch einer Folge wurde bereits
gesichert. Durch Testen von (6) mit y,, € Wy, erhilt man analog zu Satz 6.4 (2.3) (iii) (a) fiir
7 =1 die Abschétzung:

1. . 1
Ay yn)x < =51 Gw, ¥ (DI + 5 lollE
2

2

Daraus folgt wieder limsup,,_, . (Ay,,,¥,)x < (£, y)x und mit der Bedingung (M) Ay =
¢ in X*, also schlieBlich:

dey
dt

(Gwy)(0) =y, in H.

+Ay=0in X*

Damit ist der Beweis von Satz 6.5 vollstandig. |
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

Folgerung 6.6: (Eindeutigkeit) Zusitzlich zu den Voraussetzungen von Satz 6.5 gelte, dass
A : X — X* strikt monoton ist. Dann existiert eine eindeutige Losung von (1).

Beweis: Dieser Beweis ist in [Riz04, Kapitel 3, Satz 3.66] fiir triviale Anfangswerte zu finden,
verlduft im allgemeinen Fall jedoch analog.

Angenommen es existieren zwei unterschiedliche Losungen @,y € W von (1) zu denselben Daten
f € X* und y, € H. Diese erfiillen dann insbesondere

dey
dt

dex
dt

+ Az = f in X*,

+Ay = fin X" und (jwz)(0) = Gwy)(0) = yo in H

Testet man die Differenz der Operatordifferentialgleichungen mit * — y € X, so erhilt man
mit der verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Bemerkung 5.7) und der strikten
Monotonie von A, da  # y in X laut Annahme, dass

de(x —
dt .

> <d€(m_y),az—y>
dt .
1

L. . . .
= 5 lGwa)(T) = Gwu) (D7 = 51 Gw2)(0) = Gwy) ()7
1. .
= 5l Gwa)(T) = Gwy) (D)7 > 0
ein Widerspruch. Also muss die Losung eindeutig sein. |

Folgerung 6.7: Sei (V, H,j) ein Evolutionstripel, V reflexiv, I := (0,7),0<T < o0, 1 <p <
oo, p' = ﬁ, X := LP(I,V) und W := WL2#' (I V,V*). Des Weiteren gelte:
1. Ag: X — X* ist monoton und radialstetig.
2. B: X — X* ist stark stetig.
3. A:=Ay+B: X = X" ist koerziv.

Dann existiert zu beliebigen y, € H und f € X* eine Losung y € W von (1).

Beweis: Da B stark stetig und X reflexiv ist, ist B kompakt (cf. Satz A.6), also insbesondere
beschrénkt. Nach Lemma 2.8 (i), (ii) geniigt A auflerdem der Bedingung (M). Die Behauptung
folgt jetzt aus Satz 6.5. |

Bemerkung 6.8: Man kann in Folgerung 6.7 noch allgemeiner fordern, dass der Operator
B pseudomonoton und beschrénkt ist (cf. [Ruz16, Kapitel 3, Definition 2.5]). Denn Ag ist als
monotoner, radialstetiger Operator pseudomonoton. Dies ist in [Riaz16, Kapitel 3, Lemma 2.6]
fiir monotone, hemistetige Operatoren bewiesen. Der dortige Beweis funktioniert allerdings auch
fiir monotone, radialstetige Operatoren. Damit ist A := Ay + B : X — X* als Summe pseu-
domonotoner Operatoren selbst pseudomonoton. Da pseudomonotone Operatoren insbesondere
der Bedingung (M) geniigen, sind damit alle Voraussetzungen von Satz 6.5 erfiillt.
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6 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

Folgerung 6.9: (Existenzsatz fiir Operator-Familien) Sei (V, H,j) ein Evolutionstripel,

V reflexiv, T := (0,7), 0 < T < 00,1 < p < o0, p/ := p%l, X = LP(I,V) und W :=

Wher' (I,V,V*). Des Weiteren sei {A(t)},e; eine Operatorfamilie, die den folgenden Bedingun-
gen genligt:

1. A(t) : V — V* ist fiir fast alle t € I wohldefiniert, monoton und radialstetig.

2. A(-)v: I — V* ist fiir alle v € V Bochner-messbar.

3. {A(t) }eer erfillt die (p, p’)-Majoranten-Bedingung.

4. Es existieren A € L'(I) und M > 0, sodass fiir fast alle ¢ € I und alle v € V gilt:

(At)v, v)v = A(t) + Mol

Dann ist der durch {A(#)}sc; induzierte Operator A : X — X* wohldefiniert, beschrinkt,
demistetig, monoton und koerziv. Insbesondere existiert zu beliebigen y, € H und f € X* eine
eindeutige Losung y € W von (1). Fiir separables V' folgt 2. schon aus folgender Bedingung:

2*. (A(-)v,0)y : I — R ist fir alle v, 9 € V' Lebesgue-messbar.

Beweis:

1. Existenz: Folgerung 3.6 liefert sofort, dass A : X — X* mit (Av)(t) := A(t)v(t) wohlde-
finiert, monoton, beschréinkt, demistetig und koerziv ist, also insbesondere der Bedingung
(M) geniigt. Satz 6.5 liefert nun die Existenz.

2. Eindeutigkeit: Der folgende Beweis stammt aus [GGZ74, Kap. VI, Satz 1.1]:

Angenommen es existieren zwei Losungen @,y € W von (1) zu denselben Daten f € X*
und y, € H. Diese erfiillen wieder

dey
dt

dex

S Az =fin X,

+Ay = f in X" und (jwz)(0) = Gwy)(0) = yo in H

Testet man die Differenz der Operatordifferentialgleichungen mit (x — y)1p, € X, wobei
t € I beliebig ist, so erhilt man mit der Monotonie von A(s) fiir fast alle s € I und der
verallgemeinerten partiellen Integrationsformel (cf. Bemerkung 5.7), dass

de(x —
0= (*rY @yl )+ (Ae — vz - D)l
X

de(x —vy)
> <dta (x — y)l[o,t}>x
1
Nl

= 210wa) () — Gwu)O)l — 5

> L lGwa)(t) ~ Gwy)(O >0

(Gw)(0) = Gw)(0) 7

Da t € I beliebig gewdhlt war, muss jyw& = jwy in C°(I, H) gelten. Mit der Injektivitit
von jw : W — C%(I, H) (cf. Satz 5.6) folgt schlieBlich = y in W, also die Eindeutigkeit.
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Lemma A.1: (Teilfolgenargument) Sei (X, 7) ein topologischer Hausdorffraum und fiir die
Folge (zn)nen C X existiere ein « € X, welches Haufungspunkt jeder Teilfolge von (z,,)neny € X
ist. Dann gilt:

n— o0 .
T, — xinT.

Beweis: Angenommen (2, )neny C X konvergiere nicht gegen 2z € X beziiglich 7. Dann existiert
eine Teilfolge (24(n))nen € X und eine offene Umgebung A € 7 von x, sodass z4(,,) ¢ A fiir alle
n € N. Dies ist ein Widerspruch, da » Haufungspunkt von (z4(n))nen € X ist, also z4,n) € A
fiir unendlich viele n € N.

Lemma A.2: (Stauchungsoperator) Sei (X, | - ||x) ein Banachraum und f: X — R stetig.
Dann ist fiir beliebiges > 0 der Operator f,. : X — R mit

£.(0) = 1 , falls f(v) <r
re= Wy o falls f(v) > r

wieder stetig.

Beweis:  Zunichst ist f,. wohldefiniert, da f.(z) = 1 fiir f(x) < r, also nicht durch null geteilt

wird. Es reicht Folgenstetigkeit zu priifen. Es gelte x, "2 2 in X. Man unterscheide die

folgenden Félle:

Fall 1: z € {f > r} U{f < r}: Fir z € {f > r} existiert ein ng € N, sodass z, € {f > r} fir
alle n > ng, da {f > r} offen ist. Da f, auf {f > r} stetig ist, folgt f,.(x,) "=* f,(z). Fir
x € {f < r} argumentiert man analog.

Fall 2: © € {f = r}: Ohne Einschrankung sei (z,)nen C {f > r}, denn fir (z,)nen C {f < r}
gilt bereits f.(x,) =1 = f.(z) fiir alle n € N. Schliefilich gilt, dass

n—r oo

— 0,

da } auf {f > r} stetig ist. [ |

Lemma A.3: (Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren) Sei (H,(-,-)y) ein Hil-
bertraum und M C H abzdhlbar. Dann existiert ein Orthonormalsystem {¢; | j € J} C H mit
J CN, sodass (p; | j € J) = (M).

Beweis: Siche [Riz15, Lemma 5.2]. ]

Lemma A.4: (Verallgemeinerte Fourierreihe) Sei (H,(-,-)y) ein Hilbertraum, {p, | j €
N} ein vollstéandiges Orthonormalsystem, d.h. es gilt:

1, firi=jy

SE—
1jeN = H und (¢;, 0))g =
(pjlj€eN) und (@i, ;) H {0, firit
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Sei aulerdem H,, := (¢; | j = 1,...,n). Dann gilt fiir die Projektionsoperatoren P, : H — H,
mit

Pu(h) =Y (b, i) s,

i=1

n—r oo

dass P,(h) "= hin H und |P,(h)|lg < ||hll#-
Beweis: Siehe [Ruz15, Lemma 5.4 und Satz 5.5]. |

Lemma A.5: (Konvergenzsatz von Vitali) Sei 1 < p < co. Die Folge (fy)nen € LP(1)
konvergiere punktweise fast iiberall gegen eine Lebesgue-messbare Funktion f. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent;:

(i) fo "= fin LP(I).
(i) (fn)nen C LP(I) ist p-gleichgradig integrierbar.

Beweis:  Siehe [Ruz10, Satz 9.13]. |

Satz A.6: (Eberlein-gmulian) Sei (X, || - [|x) ein reflexiver Banachraum und (z,)neny € X
eine beschrénkte Folge. Dann existiert eine schwach konvergente Teilfolge (2 (n))nen € X.

Beweis: Siche [Ruz15, Satz 7.17]. |

Lemma A.7: Sei (X, ||-||x) ein reflexiver Banachraum und M C X eine beschrankte Teilmenge.
Dann gibt es fiir alle z € M%) eine Folge (z)nen € M, sodass

n—o0 .
T, — xin X.

Beweis: Siehe [Ruz04, Anhang: Lemma 8.17]. [ |
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